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A Fugenio, mi primer maestro






El mundo se divide en dos categorias:
los que llevan el revoélver cargado y los que cavan.
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Capitulo 1

Introduccion

El objeto de este trabajo es el estudio de los sistemas de particulas idénti-
cas en el contexto del caos cudntico a través de modelos esqueméticos senci-
llos.

El término caos surgié en mecanica clasica en la segunda mitad del s. XX
para designar un nuevo tipo de dinamica compleja que presenta una serie
de caracteristicas concretas, tales como la separacién exponencial de dos
trayectorias inicialmente muy préximas o la pérdida de predecibilidad a largo
plazo (SCHUSTER, 1988). En contraposicién al término cadtico tenemos el
término integrable para designar una dindmica mas regular de caracteristicas
completamente distintas.

Con el nacimiento de la mecanica cuantica surgio la pregunta de si exis-
tirfa algin tipo de dinamica analoga a la que se define como cadtica en
mecanica clasica. Después de todo la mecéanica clasica debe emerger como
limite de la mecanica cuantica en la regién semicléasica, es decir, a esca-
las grandes comparadas con la longitud de onda de De Broglie (COHEN-
TANNOUDJI et al., 1977). Asi el término caos cudntico nos sugiere en prin-
cipio el estudio de un cierto tipo de dindmica con unas determinadas ca-
racteristicas definidas en el contexto de la mecanica cuantica. Sin embargo,
existen una serie de dificultades que no permiten definir el caos mediante
propiedades intrinsecamente cuanticas. Por ejemplo, en mecanica cudntica
se pierde por completo el concepto de trayectoria.

Por otro lado, si cabe el estudio cuantico comparativo de sistemas que
clasicamente son cadticos o integrables. Este estudio se llevé a cabo llegando
a la conclusién de que los espectros cuanticos de energias de los sistemas
clasicamente cadticos y los de los sistemas cldsicamente integrables podian
distinguirse en base al tipo de fluctuaciones espectrales (BERRY and TA-
BOR, 1977; BOHIGAS et "al., 1984). Es decir, las fluctuaciones de los espectros
de sistemas clasicamente integrables siguen la estadistica de Poisson, segin
mostro el trabajo pionero en el campo de Berry y Tabor (BERRY and TABOR,



Introduccion

1977), mientras que las fluctuaciones de los espectros de sistemas cldsicamen-
te cadticos coinciden con las predichas por la teoria de matrices aleatorias,
segtn conjeturaron Bohigas y sus colaboradores (BOHIGAS et “al., 1984). Por
eso, el término caos cudntico nacié para designar el estudio del comporta-
miento mecano-cudntico de los sistemas que clasicamente son cadticos. Esta
definicién dista mucho de la que en principio podriamos haber esperado, por
eso, el término caos cudntico generd en su origen mucha controversia como
nombre de esta nueva disciplina.

Sin embargo, a pesar de que la investigacién no se dirigié principalmente
por las vias que nuestra intuicién en un principio nos podria indicar, el caos
cudntico ha constituido un campo de investigacién muy activo en el que se
han hecho importantes progresos en las dos tltimas décadas. Tanto es asi, que
hoy disponemos de una serie de herramientas que nos permiten estudiar las
fluctuaciones de los espectros cuanticos de energia de sistemas que no tienen
un analogo clasico claro, como son los que nos ocupan en este trabajo. Segin
el tipo de fluctuaciones que presente el sistema podremos incluirlo en uno de
los dos tipos de sistemas cuanticos cuya distincién se ha podido establecer
gracias al estudio comparativo de los sistemas cldsicamente cadticos frente a
los clasicamente integrables: sistemas cuyas fluctuaciones espectrales siguen
la estadistica de Poisson o sistemas cuyas fluctuaciones espectrales coinciden
con las predichas por la teoria de matrices aleatorias.

En la Parte I investigaremos la estadistica espectral de sistemas de particu-
las idénticas sin interaccion. Tales sistemas pueden parecer muy sencillos y
podemos tender a pensar que son de sobra conocidos. De hecho, pueden en-
contrarse ejemplos en la literatura cientifica de que asi ha ocurrido, dando
por hecho que estos sistemas presentan siempre un comportamiento de tipo
regular. Sin embargo, salvo por un argumento cualitativo debido a Bloch en
1969, que razona esta afirmacién, no existen estudios numéricos sistemati-
cos ni demostraciones analiticas que hayan establecido definitivamente esta
cuestion. Un estudio riguroso requiere tratar la evolucién del sistema con el
nimero de particulas y con la energia. Esto es lo que llevaremos a cabo en
esta parte.

En la Parte II introduciremos una interaccion a dos cuerpos y estudiare-
mos estos sistemas mediante un tipo de colectividades adecuadas, como son
las colectividades embebidas. Pero en este caso no nos limitaremos al tradi-
cional analisis de fluctuaciones espectrales sino que utilizaremos un enfoque
distinto. Se trata de estudiar las matrices hamiltonianas en forma tridiagonal,
que supone ya en si una simplificacion debido a la considerable reduccion del
numero de variables a manejar, y que puede constituir una nueva via para la
simplificacién del estudio de fluctuaciones espectrales, sobre todo en este tipo
de colectividades més complicadas de construir y tratar en su forma habitual.
Para ello, se estudiard por un lado la forma tridiagonal de las colectivida-



des y por otro se realizara el tradicional analisis de fluctuaciones espectrales
con el objetivo de, relacionando ambos enfoques, construir un modelo de
colectividades tridiagonales que reproduzca la estadistica espectral que las
caracteriza en caos cuantico.
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Sistemas sin interaccion






Capitulo 2

Introduccion

Los sistemas que son objeto de estudio en esta Parte I estan compues-
tos por varias particulas idénticas que no interaccionan entre si. Debido al
caracter bosénico o fermiénico de las mismas el sistema no tiene un andlogo
clasico claro. Pero a pesar de que la definicién de caos cuantico sugiere lo
contrario podemos llevar a cabo un estudio de este tipo de sistemas en el
contexto de esta disciplina. Simplemente hay que utilizar las herramientas
desarrolladas para el estudio de la estadistica de las fluctuaciones que, segiin
hemos senalado, tienen como unico requisito imprescindible disponer de un
espectro de energias.

Hasta ahora el estudio de sistemas de particulas idénticas en el contex-
to del caos cudntico se ha centrado en sistemas con interaccién o bien en
la transicion de un hamiltoniano sin interaccion, que se considera regular,
al hamiltoniano completo con interaccién (Kota, 2001). Es decir, se parte
siempre del hecho de que un sistema sin interaccién presenta un compor-
tamiento regular (fluctuaciones tipo Poisson). Es cierto que en sistemas de
muchos cuerpos las simetrias conducen muy a menudo a un campo medio
que es regular, tal es el caso de la invariancia bajo transformaciones de Ga-
lileo en los atomos o los nicleos atomicos. Pero no se han llevado a cabo
estudios sistematicos de cdlculo numérico ni demostraciones analiticas que
permitan concluir en general como es el comportamiento de los sistemas sin
interaccion. La primera justificacién del hecho de considerarlos regulares que
aparece en la literatura cientifica se debe a Bloch (BLOCH, 1969).

Bloch senala que en el espectro de energia de un sistema de varias particu-
las sin interaccién, dos niveles consecutivos reciben contribuciones de muy
diferentes regiones del espectro de particula independiente y estardn, por
tanto, descorrelacionados, dando lugar a un espectro de tipo Poisson. Es un
argumento sencillo, intuitivo, véalido tanto para fermiones como para boso-
nes y plausible sobre todo para sistemas con muchas particulas y a energias
altas. Se menciona después en otros trabajos pero no hay un acuerdo general

7



Introduccion

sobre el mismo. Por ejemplo, algunos autores consideran que es valido para
N > 2 (BRODY et"al., 1981), otros suponen que es valido para un nimero
muy grande de particulas (SREDNICKI, 2002), otros sefialan que puede ser
cierto para N = 2 hasta cierto punto (BENET et “al., 2001).

Si se considera un sistema sin interaccién en la regién de baja energia y/o
con un numero pequeno de particulas, intuitivamente se comprende que el
argumento de Bloch no puede ser valido en este caso. Las contribuciones del
espectro de particula independiente a dos niveles consecutivos del espectro
del sistema no provienen de regiones muy diferentes y, por tanto, no es tan
claro que los niveles estén descorrelacionados. Asi, un estudio riguroso de
este tipo de sistemas debe incluir un andlisis de la evolucién de los mismos
por un lado con el nimero de particulas, y por otro lado con la energia. Este
estudio es el que se presenta en esta Parte I.

En el siguiente capitulo se presenta una introduccién a la disciplina del
caos cuantico y se describen las herramientas desarrolladas en este campo
para el estudio de las propiedades de las fluctuaciones de los espectros cuanti-
cos de energia. Estas herramientas se aplican a los sistemas de N particulas
indénticas sin interaccion, que se describen en el capitulo 4. En el capitulo 5
se exponen las conclusiones del andlisis. Los detalles sobre la teoria de ma-
trices aleatorias se recogen en el apéndice A y la mayor parte de los calculos
de la densidad de estados del sistema de N particulas, que se describe en el
capitulo 4, se recogen en el apéndice B con el fin de aligerar el contenido de
esa parte.



Capitulo 3

Caos cuantico

Las caracteristicas propias del movimiento cadtico tienen definiciones con-
sistentes en el contexto de la mecanica clasica. En cambio, no puede hablarse
de dindmica cadtica en el contexto de la mecanica cuantica. Por tanto, la
primera pregunta que podriamos hacernos es si tiene sentido hablar de caos
cuantico, si existe tal disciplina y en ese caso cudl serfa su definicion. La
respuesta es que, por paraddjico que parezca, tal disciplina existe, lleva in-
vestigandose casi 30 anos y, sin embargo, ain no existe una definicién precisa
de la misma.

Los conceptos, definiciones y criterios originalmente desarrollados en meca-
nica clasica no son facilmente trasladables a la mecanica cuantica. Para em-
pezar la existencia del caos clasico es debida al cardcter no lineal de las ecua-
ciones de la dinamica newtoniana. La ecuacién de Schrédinger, en cambio,
es lineal.

Por otro lado, en mecanica cudntica tienen cabida los sistemas clasicamen-
te integrables, como el 4tomo de hidrégeno, pero también los clasicamente no
integrables, como el atomo de helio. Ademas, el principio de correspondencia
establece que en la region semiclasica, es decir, a escalas grandes comparadas
con la longitud de onda de De Broglie, la mecanica clasica debe emerger como
limite de la mecanica cudntica. Por lo tanto, parece razonable que se trate
de indagar en el contexto de la mecanica cuantica sobre las posibles carac-
teristicas y criterios que permitan distinguir un comportamiento analogo a lo
que es el caos en mecéanica clésica, es decir, sobre el origen mecano-cuantico,
si es que existe, de la distincién entre sistemas caodticos e integrables en el
limite clasico. A continuacién entraremos un poco mas en detalle en estas
cuestiones y después pasaremos a describir las herramientas de que dispone-
mos y que utilizaremos en este trabajo para analizar las senales del caos en
el comportamiento de los sistemas cudnticos.
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3.1. Caos en mecanica clasica

Las leyes de la mecanica clasica son deterministas, esto es, conocidas sus
condiciones iniciales con exactitud el movimiento de una particula puede pre-
decirse para cualquier instante de tiempo. Este punto de vista determinista
predominé en la Fisica desde el s.XVII, en que Newton establecié sus leyes,
hasta finales del s.XIX.

Con el nacimiento de la mecanica estadistica se comenzo6 a utilizar una
descripcion probabilistica de los sistemas complejos con muchos grados de
libertad. Se vio que esta era la tinica manera posible de describir este tipo de
sistemas: utilizando unas pocas variables significativas, que dan cuenta del
comportamiento “en media” de todos sus componentes, dado que el estudio
del movimiento exacto de cada particula era un problema inabordable. Sin
embargo, este nuevo tipo de descripcion se vio s6lo como una nueva técnica
util que solucionaba el problema del manejo de muchos grados de libertad,
es decir, no se trataba de un problema de principio: las leyes de Newton
describian correctamente el movimiento individual de cada particula aunque
las herramientas de céalculo desarrolladas hasta entonces no permitieran en la
practica tal descripcién, que, de hecho, tampoco permiten las herramientas
actuales.

A principios del s. XX surgié la mecédnica cuantica en el intento de explicar
el movimiento de las particulas microscopicas, que no tenfa cabida bajo las
leyes de la mecéanica clasica. Y se revel6 como una teoria més completa,
capaz de describir el movimiento tanto en el mundo macroscépico como en
el microscépico. Al tratarse de una teoria intrinsecamente probabilistica no
dejaba ya lugar para el mecanicismo.

Finalmente, durante la segunda mitad del s.XX, surgio en el seno de la
propia mecanica newtoniana una nueva barrera para la idea del mecanicismo:
se comprob6 que no sélo los sistemas con muchos grados de libertad sino
también sistemas muy sencillos podian mostrar una dindmica muy compleja
con unas caracteristicas que impedian cualquier predicciéon a largo plazo.
Esta complejidad aparece debido al cardcter no lineal de las ecuaciones de la
dindamica newtoniana y a pesar de su cardcter determinista. Por eso recibe
el nombre de caos determinista.

3.1.1. Integrabilidad

En mecénica clasica puede hablarse de dos tipos de sistemas: los sistemas
integrables, que presentan un comportamiento sencillo y predecible, frente a
los sistemas caoticos, que presentan un comportamiento muy complejo. Se di-
ce que un sistema hamiltoniano con N grados de libertad es integrable cuando
existen N constantes del movimiento independientes; en tal caso el teorema

10



3.1 Caos en mecanica clasica 11

de integrabilidad de Liouville garantiza que las ecuaciones del movimiento
son resolubles por cuadraturas. Ademas, la trayectoria del sistema esta con-
finada en un toro N-dimensional en el espacio de fases 2N-dimensional y
el movimiento es equivalente a N movimientos periddicos en una dimension
cada uno con su propia frecuencia, se dice que es multiperiédico.

Una pequena perturbaciéon en un hamiltoniano integrable conlleva la
pérdida de la integrabilidad. El teorema KAM describe cémo es la transicién
de la integrabilidad al caos en funcién de la intensidad de la perturbacion,
cémo van deformandose y desapareciendo los toros invariantes dando lugar
a un sistema en el que las trayectorias no estan confinadas en toros sino que
recorren todo el espacio de fases (ARNOLD, 1978).

3.1.2. Caracteristicas de la dinamica caotica

Que no seamos capaces de encontrar las N constantes del movimiento que
garantizan la integrabilidad de un sistema no implica que éstas no existan,
de hecho, generalmente son dificiles de encontrar. Por tanto, es conveniente
conocer otros aspectos caracteristicos del caos que nos permitan identificarlo
mas facilmente. La més conocida de estas caracteristicas es la extrema sen-
sibilidad a las condiciones iniciales producida por la separacion exponencial
de las trayectorias en el espacio de fases. El parametro que mide este efec-
to de forma cuantitativa es el exponente de Lyapunov, definido como sigue
(SCHUSTER, 1988):

1 d(XO t)

M%) = lim ~log —~, 3.1

(xo) = 1 18 xg,0) (31)

donde d(xg,t) es la separacién, en el instante ¢, entre dos trayectorias con
condiciones iniciales en un entorno de Xg.

Otra caracteristica, ligada a la anterior, es la pérdida de predecibilidad.
La pérdida de informacién que experimenta un sistema por unidad de tiempo
queda cuantificada en la llamada entropfa de Kolmogorov K (FERNANDEZ-
RANADA, 1994), que sirve ademds para estimar el tiempo méximo hasta el
que es posible predecir el movimiento de un sistema cadtico.

El caos clasico puede encontrarse también en el espectro de Fourier. Segun
hemos comentado, el movimiento de un sistema integrable es multiperiédico
y por tanto su espectro de frecuencias presenta picos centrados en las fre-
cuencias caracteristicas del sistema. El movimiento cadtico, por el contrario,
no presenta ningun tipo de regularidad, es aperiédico y por tanto su espectro
de frecuencias no presenta picos, es continuo.

11
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3.2. Caos en mecanica cuantica

Podemos intentar definir el caos en mecanica cuantica de la misma manera
que se hace en mecanica clasica: en base al concepto de integrabilidad. A pesar
de que los conceptos clasicos pueden trasladarse a la mecanica cuantica la
definicién que resulta no es en absoluto consistente, llevando a conclusiones
como que el andlogo cudntico de un sistema clasicamente integrable es cadtico
o viceversa (WEIGERT, 1992).

Podemos intentar definirlo entonces en base a alguna de sus caracteristi-
cas, como la sensibilidad a las condiciones iniciales. Pero aqui surgen pro-
blemas de concepto: la separacién exponencial de las trayectorias con con-
diciones iniciales préximas no tiene sentido en mecanica cuantica, ya que ni
lo tiene el propio concepto de trayectoria ni pueden determinarse las condi-
ciones iniciales con exactitud debido al principio de incertidumbre. En este
punto podriamos optar por cambiar la separacién de las trayectorias por se-
paracion de las funciones de onda. Sin embargo, esto tampoco nos lleva a
un resultado satisfactorio: la unitariedad del operador de evolucién temporal
implica que el grado de solapamiento de dos funciones de onda del sistema
permanece constante en el tiempo:

(W (to)|®(to)) = (Y ()| ®(2)), VL. (3.2)

Una tercera posibilidad consiste en estudiar pequenas perturbaciones en el
hamiltoniano, en lugar de en las condiciones iniciales (PERES, 1995). Pe-
ro esta opcién no ha resultado tampoco por el momento en una definicién
consistente, aunque la investigacion en esta linea continiia abierta.
Podemos concluir entonces que no parece posible encontrar una defini-
cién satisfactoria del caos en mecénica cuantica en base a la analogia con
la mecéanica clasica. Sin embargo, como comentamos anteriormente, el caos
deberia manifestarse de alguna manera en la mecanica cuantica, ya que la
mecanica clasica debe emerger como limite de la mecanica cuantica en la re-
gién semiclasica. Pasamos a continuacion entonces a describir brevemente el
estudio del limite semiclédsico y veremos qué conclusiones se pueden extraer.

3.2.1. Limite semiclasico

A la hora de comparar resultados cldsicos y cudnticos hay dos posibles
puntos de vista: el limite de la mecanica cuantica para escalas grandes y la
cuantizacion de sistemas clasicos. El primero cronolégicamente fue logica-
mente este tltimo, es lo que se llama la mecdnica cudntica antigua. A partir
de sistemas clasicos integrables se consiguié obtener unas reglas de cuanti-
zacién (reglas de Sommerfield-Wilson-Ishiwara(SWI) (SOMMERFELD, 1916;
WILSON, 1915; ISHIWARA, 1915)), que permitian decidir cuéles energias de

12
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todo el continuo clasico eran cuanticamente posibles, dando lugar a un es-
pectro cuantico discreto de energia. Posteriormente, tras el desarrollo de la
mecéanica cuantica, una vez conocida la ecuacién de Schrodinger, se llegd a
estas mismas reglas de cuantizacién SWI por el primer camino mencionado:
buscando el limite de la ecuacién de Schrodinger para escalas grandes. El
calculo semiclésico que conduce a este resultado es la aproximacion WKB
(Wentzel, Kramer, Brillouin (MESSIAH, 1961)).

Para sistemas no integrables, sin embargo, no es posible esta cuantizacién.
Ya en 1917 Einstein (EINSTEIN, 1917) advirtié que la cuantizacién SWI no
tenia sentido en sistemas no integrables. Y la aproximacion WKB presenta
las mismas dificultades. Este problema lo resolvié Gutzwiller (GUTZWILLER,
1990) mediante el cdlculo semicldsico de su férmula para un observable pu-
ramente cuantico, como es la densidad de estados, a partir de magnitudes
puramente clasicas, como son las 6rbitas periddicas del sistema analogo clasi-
co. La densidad de estados se define para un espectro discreto de energia { F; }

g(E) = Zé(E — Ey), (3.3)

siendo g(E)dE el nimero de estados en el intervalo de energia comprendido
entre £y E +dE.

La féormula de Gutzwiller para la densidad de estados, valida tanto para
sistemas integrables como para sistemas cadticos, es la siguiente:

g(E) = % S 4, cos (%ST(E) _ “;”) | (3.4)

donde la suma se extiende a todas las érbitas periddicas clasicas del sistema,
incluyendo las de longitud nula, las amplitudes A, dependen del periodo y de
la estabilidad de la érbita frente a pequenas perturbaciones, S, es la accién
clasica y u, es el llamado indice de Maslov, que viene dado por diversas con-
tribuciones que dependen de ciertas propiedades de las drbitas, por ejemplo,
en los billares una de las contribuciones tiene que ver con las reflexiones en
las paredes: por cada reflexién p, aumenta en 2 unidades para condiciones
de contorno tipo Dirichlet y no cambia para condiciones de contorno tipo
Neumann.

Entre las érbitas que contribuyen a la suma, aquellas que tienen longitud
nula dan una contribucién particular a la densidad de estados; realizando el
correspondiente calculo se obtiene

ool E) = ﬁ / dpdgs[E — H(p,q), (3.5)

que corresponde a la porcion del espacio de fases accesible para una particula
clasica con energia E y se la llama parte suave de la densidad de estados,

13
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ya que presenta un comportamiento que varia suavemente con la energia.
La parte que forman el resto de contribuciones de las orbitas de longitud
no nula presenta un comportamiento oscilatorio y recibe el nombre de parte
fluctuante de la densidad de estados. Por tanto, la densidad de estados g(F)
de un sistema cudntico puede separarse en una parte suave, g(E) = go(F),
que daria un comportamiento medio propio del sistema clésico, y una parte
fluctuante, g(F), que seria propia exclusivamente del sistema cudntico:

9(E) =39(E) +9(E). (3.6)

De hecho, veremos a continuacién que seran precisamente las fluctuaciones,
concretamente sus propiedades estadisticas, las que nos servirdn para dar una
definicién del caos en mecanica cuantica.

3.2.2. Parte fluctuante de la densidad de estados

La férmula de Gutzwiller presenta en la practica serios problemas de
divergencia, haciendo muy dificil la tarea de calcular un espectro cuantico
a partir de la suma en drbitas periddicas. Esto es debido a la proliferacion
del ntimero de érbitas periddicas con la longitud, que es de tipo polinomial
en sistemas integrables y exponencial en sistemas cadticos (GUTZWILLER,
1990).

Esta proliferacién en el nimero de érbitas, por otro lado, nos permite
establecer que en el limite de dérbitas periddicas largas (a partir de una cier-
ta longitud) las propiedades del sistema individual ya no son relevantes y
hay que aplicar métodos estadisticos. Entonces serd la parte fluctuante de la
densidad de estados (que es la que proviene, segin la formula de Gutzwiller,
de contribuciones de 6rbitas de longitud no nula) la que serd susceptible de
un estudio estadistico. Mediante este estudio se ha llegado a los dos resulta-
dos mds importantes en caos cuantico (BERRY and TABOR, 1977; BOHIGAS
et "al., 1984), que establecen que la parte fluctuante de la densidad de estados
es universal: una vez fijadas las simetrias espacio-temporales del problema,
depende unicamente de si el sistema clasico es integrable o cadtico pero no
de las propiedades individuales del mismo.

En 1973 Percival (PERCIVAL, 1973) ya conjeturd que existen dos tipos de
espectro de energias para un sistema con mas de un grado de libertad: uno
regular cuando el sistema andlogo clasico es cadtico y otro irregular cuando
es integrable. La principal diferencia entre ambos tipos de espectro es la
correlacién entre los niveles. Si el sistema clasico es integrable los niveles no
estan correlacionados, de manera que pueden aparecer degeneraciones en el
espectro. Esto implica que si se estudia la dindmica de niveles del sistema, es
decir, si se introduce un parametro variable en el hamiltoniano y se estudia
como va cambiando el espectro al variar el parametro, se observa que los
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niveles evolucionan de una manera tal que pueden darse cruces entre ellos.
En cambio si el sistema clésico es cadtico aparece correlacion entre los niveles
y al estudiar su dindmica no se dan cruces entre ellos; en su lugar, aparecen los
llamados cruces evitados: los niveles pueden aproximarse mucho pero siempre
acaban volviéndose a separar, por eso se dice que estos sistemas presentan
repulsion entre niveles.

Después, en 1977, Berry (BERRY and TABOR, 1977) estudié mediante
la aproximacién semiclasica sistemas clasicamente integrables con el fin de
demostrar o falsar la conjetura de Percival. Y consiguié demostrar que las
correlaciones en estos sistemas son de tipo Poisson, es decir, que los niveles
estan efectivamente descorrelacionados. A pesar de realizarse en el limite se-
miclasico este resultado se ha mostrado, numéricamente, igualmente aplicable
en sistemas puramente cuanticos.

El resultado anédlogo para sistemas cadticos se debe a Bohigas, Giannoni
y Schmidt (BOHIGAS et al., 1984), que en 1984 conjeturaron que las corre-
laciones en este tipo de sistemas coincidian con las predichas por la teoria
de matrices aleatorias. En los anos siguientes se han ido obteniendo muchos
resultados experimentales y numéricos que corroboran esta conjetura, pero
aun no ha sido demostrada con rigor.

Es importante hacer notar en este punto que estamos dando ya implicita-
mente una definicién de caos cuantico: ya que, segin hemos visto, no pode-
mos caracterizar el caos desde un principio con propiedades intrinsecamente
cuanticas, lo que si podemos hacer es estudiar cuanticamente sistemas cuyo
analogo clasico conocemos y tratar de encontrar rasgos cuanticos que diferen-
cien los sistemas en funcién de si su analogo clésico es integrable o cadtico. Es
decir, llamamos caos cuantico al estudio cuantico de los sistemas cldsicamente
caoticos; esta es la definicion mas utilizada en la actualidad.

Una vez establecidos los rasgos del caos cuantico de esta manera, podrian
servirnos para caracterizar el caos en sistemas cuanticos que no tienen un
analogo clasico claro, como son los sistemas de varias particulas idénticas,
que nos ocupan en este trabajo. En este tipo de sistemas, debido al caracter
bosénico o fermidnico de las particulas, no existe un limite clasico bien defi-
nido. De aqui la importancia de encontrar caracteristicas del caos puramente
cuanticas, que permitan distinguirlo sin necesidad de recurrir al limite clasico.

El estudio de las propiedades estadisticas de las fluctuaciones del espec-
tro cudntico incluye correlaciones de corto y de largo alcance (correlaciones
entre niveles de energfa préximos o alejados, respectivamente). De la formula
de Gutzwiller se puede deducir que las dérbitas largas determinan el com-
portamiento de las correlaciones de corto alcance, mientras que las cortas
determinan el de las correlaciones de largo alcance. Por ejemplo, en el caso
de los billares la accién S, para una érbita de longitud [, es S, = hkl,, donde
el ntimero de ondas k se relaciona con la energia mediante £ = h?k?/2m.
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16 Caos cuantico

Introduciendo esta expresién de la accién en la férmula de Gutzwiller (3.4),
vemos que cada érbita de longitud [, aporta una contribucién oscilatoria de
periodo Ak = 27r/l,. Entonces las érbitas de longitud grande son respon-
sables de las correlaciones de la energia (k = k(E)) de corto alcance y las
orbitas de longitud pequena son responsables de las correlaciones de largo
alcance.

Por tanto, si, segin hemos senalado, se puede esperar universalidad sélo
a partir de una cierta longitud o un cierto periodo minimo 7', esto implica
una restriccion para las correlaciones de largo alcance: éstas seran universales
s6lo para ventanas de energia AE < h/T. En la practica este periodo 7" no
tiene en realidad una definicién exacta y se suele tomar el valor del periodo
de la 6rbita mas corta, T},;,, de manera que lo que se puede asegurar es que
no hay universalidad para ventanas AE > A/T .

3.3. Teoria de matrices aleatorias

La teoria de matrices aleatorias fue desarrollada en los anos 50 y 60 por
Wigner, Dyson, Mehta y otros con el objetivo de sistematizar el estudio
de los espectros de los niicleos complejos. Pero el interés en esta teoria se
renové enormemente cuando Bohigas, Giannoni y Schmidt (BOHIGAS et “al.,
1984) conjeturaron que debia ser aplicable a todos los sistemas cadticos.

La idea inicial fue, dado el desconocimiento de los detalles de la interac-
cién nuclear, prescindir de los mismos y realizar una descripcién estadistica.
Es decir, renunciar al estudio en detalle de un ntcleo concreto y tratar de
encontrar propiedades que caractericen el conjunto de espectros nucleares en
general. Para llevar esto a cabo el punto de partida de la teoria de matrices
aleatorias consiste en reemplazar el hamiltoniano del sistema por una colec-
tividad de matrices aleatorias con las mismas propiedades de simetria. El
problema es similar al de la descripciéon de los sistemas complejos con mu-
chos grados de libertad que dio lugar al nacimiento de la mecénica estadistica.
La diferencia es que en mecanica estadistica se consideran colectividades de
sistemas para un solo hamiltoniano, que es conocido, y en este caso conside-
ramos colectividades de hamiltonianos para un sistema.

Se consideran principalmente tres tipos de hamiltonianos o clases de uni-
versalidad, que dan lugar a la definicion de otras tantas colectividades:

= Los hamiltonianos sin simetria bajo inversion temporal pueden ser re-
presentados por matrices hermiticas, que son invariantes bajo trans-
formaciones unitarias. Forman la colectividad GUE (Gaussian Unitary
Ensemble).

= Los hamiltonianos con simetria bajo inversiéon temporal y simetria bajo
rotaciones pueden ser representados por matrices reales y simétricas,
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3.3 Teoria de matrices aleatorias 17

que son invariantes bajo transformaciones ortogonales. Estas matrices
pueden representar también hamiltonianos con simetria bajo inversion
temporal y sin simetria bajo rotaciones, siempre que el espin sea entero.
Forman la colectividad GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble).

= Los hamiltonianos con simetria bajo inversiéon temporal, sin simetria
bajo rotaciones y espin semientero pueden ser representados por ma-
trices cuaterniénicas reales, que son invariantes bajo transformaciones
simplécticas. Forman la colectividad GSE (Gaussian Symplectic En-
semble).

En el apéndice A se describe la forma que tienen las matrices de cada
una de las colectividades, asi como la distribucién de probabilidad de sus
autovalores y la densidad media de estados a que da lugar cada una de ellas.

3.3.1. Analisis espectrales

Con el objetivo de analizar las fluctuaciones de los distintos tipos de
espectros, tanto de matrices aleatorias como cualesquiera otros obtenidos
experimental o numéricamente, se definen los estadisticos espectrales. Segin
la definicién de Mehta (MEHTA, 1991), un estadistico espectral es un nimero
W tal que pueda calcularse directamente a partir del espectro de niveles y
cuya media (W) y varianza Viy = (W — (WW))?) sean conocidas mediante
un modelo tedrico.

El primer paso, previo a cualquier tipo de anélisis estadistico, es la separa-
cion de la parte suave y la parte fluctuante de la densidad de estados, ya que,
segln senalamos en 3.2.2, es esta ultima la que realmente nos interesa. Es la
que va a presentar un comportamiento universal propio del sistema cuantico,
segun vimos. El algoritmo que nos permite esta separacién se denomina re-
escalado' y sera descrito en detalle en la siguiente seccién. A partir de ahora
supondremos que el reescalado ha sido ya efectuado satisfactoriamente y que,
por tanto, estaremos analizando correctamente las fluctuaciones espectrales.

Hasta ahora hemos utilizado E para referirnos a la energia. A partir de
ahora utilizaremos e para referirnos a la energia en espectros reescalados y
seguiremos utilizando F para espectros sin reescalar. De la misma manera,
utilizaremos la letra p para referirnos a la densidad de estados de los espectros
reescalados en lugar de g, que hemos utilizado hasta ahora para los espectros
sin reescalar.

Los dos estadisticos mas utilizados en el estudio del caos cuantico, que
seran los utilizados en este trabajo, son la distribuciéon de espaciamientos a
primeros vecinos P(s) y la rigidez espectral As. El primero mide correlaciones
de corto alcance y el segundo, correlaciones de largo alcance.

ITraduccién libre del inglés unfolding
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18 Caos cuantico

Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos

Dada una secuencia de niveles {¢;};,—1__m, ordenada en orden creciente
de energia, los espaciamientos a primeros vecinos se definen como

S; = €;+1 — &, izl,...,m—l. (37)

Notese que los espaciamientos son siempre positivos, al estar la secuencia de
niveles ordenada (i < j = ¢; < ¢j).

La distribucién de probabilidad de estos espaciamientos es un estadistico
que nos sirve para caracterizar la repulsién de niveles: si en un espectro de
energia existe repulsiéon de niveles la probabilidad de que existan espacia-
mientos nulos (o lo que es lo mismo, la probabilidad de que dos niveles de
energfa tengan el mismo valor) es cero; en cambio, si no existe repulsién los
niveles estan descorrelacionados y la probabilidad de que dos de ellos tengan
el mismo valor no es cero, es decir, hay una cierta probabilidad de que existan
espaciamientos nulos.

Este es el estadistico que utilizé6 Berry (BERRY and TABOR, 1977) para
demostrar que en los sistemas integrables los niveles estan descorrelacionados.
Consiguié demostrar que la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos
en este tipo de sistemas seguia una ley de tipo Poisson:

P(s)=¢e"", (3.8)

que es la distribucion a que da lugar una secuencia de variables aleatorias
independientes. En ella se observa que efectivamente P(0) # 0.

La P(s) correspondiente a las colectividades gausianas puede calcular-
se a partir de las distribuciones de autovalores correspondientes, pero dicho
calculo es muy complicado. En lugar de considerar matrices de dimension
arbitraria Wigner lo realizé para matrices de dimensién 2 y obtuvo las ex-
presiones siguientes (STOCKMANN, 1999):

T T2
55 €XP < 15 > , GOE
32 4
P(s) = PSZ exp (—;52) : GUE (3.9)
218, 64 ,
ws €xXp (—9—7rS ) s GSE

que resultan ser muy buenas aproximaciones para matrices de dimension
arbitraria. En ellas observamos que si existe repulsién (P(0) = 0).

Estas son las distribuciones de espaciamientos a primeros vecinos propias
de los sistemas cadticos, segin la conjetura de Bohigas, Giannoni y Schmidt
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3.3 Teoria de matrices aleatorias 19

(BOHIGAS et ~al., 1984) o conjetura BGS. En principio la conjetura fue for-
mulada sélo para el GOE, es decir, para los sistemas cadticos con las simetrias
propias de esta colectividad (hamiltonianos con simetria bajo inversién tem-
poral v simetria bajo rotaciones o sin simetria bajo rotaciones pero con espin
entero), que son los que Bohigas y sus colaboradores estudiaron. Analizaron
espectros experimentales de una gran cantidad de ntcleos atémicos distintos
(HAQ et "al., 1982; BOHIGAS et “al., 1983) y encontraron que la distribucién
de espaciamientos a primeros vecinos podia ser perfectamente descrita por
la curva de Wigner para el GOE. Conocian un estudio analogo con nive-
les atémicos (CAMARDA and GEORGOPULOS, 1983), cuyo resultado era el
mismo: acuerdo entre la prediccién del GOE y el experimento. Y por 1lti-
mo, analizaron el espectro de un billar de Sinai (BOHIGAS et "al., 1984) y
obtuvieron de nuevo una distribucién de Wigner para los espaciamientos.

A la vista de todos estos resultados formularon su conjetura. Pero antes
de escribirla tal como fue formulada en (BOHIGAS et "al., 1984) es necesario
introducir primero unos conceptos sobre jerarquia del caos.

No todos los sistemas cadticos lo son en el mismo grado. Se ha desarro-
llado una detallada jerarquia de posibles comportamientos de los sistemas
cadticos. Existen tres clases béasicas de sistemas. A continuacién explicare-
mos brevemente sus diferencias sin entrar en definiciones rigurosas que re-
queririan la introduccién de conceptos matematicos demasiado complicados
para lo que nos interesa aclarar en esta seccion. En orden creciente del grado
de caoticidad, los tres tipo de sistemas son los siguientes:

(a) Sistemas ergddicos. Un sistema es ergddico si el promedio espacial de
las variables que lo caracterizan es igual a su promedio temporal. La er-
godicidad implica que el espacio de fases accesible no puede dividirse en
subconjuntos invariantes bajo la accién del sistema (hipdtesis ergddica).
En los sistemas ergddicos todas las érbitas (excepto las estables, si las
hay) llenan uniformemente el espacio de fases, no hay toros invariantes
y pueden existir drbitas periédicas estables (pequenas perturbaciones
no provocan una separacion exponencial de la 6rbita inicial).

(b) Sistemas mizing. Un sistema es mixing si cada subconjunto del espacio
de fases se dispersa de forma homogénea bajo la accién del sistema.
La propiedad matematica de mixing implica que las trayectorias que se
separan se vuelven a encontrar una y otra vez. Las trayectorias cercanas
se separan localmente pero la dinamica esta confinada globalmente en
una region finita del espacio de fases y, necesariamente, las trayectorias
se aproximan unas a otras arbitrariamente cerca infinitas veces.

(c) Sistemas K. Los sistemas K se caracterizan por que su entropia de
Kolmogorov es positiva. No existen orbitas estables, cualquier par de
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20 Caos cuantico

Orbitas préximas se separan exponencialmente.

Todos los sistemas K son mizing y ergddicos. Y todos los sistemas mizing
son ergodicos.

La conjetura BGS es la siguiente: Las fluctuaciones de los espectros de
sistemas con simetria bajo inversion temporal cuyos andlogos cldsicos son
sistemas K presentan las mismas propiedades que las predichas por el GOE.
Posteriormente se han encontrado multitud de resultados experimentales que
la corroboran en sistemas tan distintos como un atomo de hidrégeno en
un campo magnético intenso (HONIG and WINTGEN, 1989), el espectro de
excitacion de una molécula de NOs (ZIMMERMANN et “al., 1988), el espectro
de microondas de una cavidad cadtica tridimensional (DEUS et “al., 1995)
o el espectro de vibracién de una placa con forma de estadio (LEGRAND
et"al., 1992). A pesar de que en un principio fue formulada para sistemas
K, multitud de resultados posteriores mostraron que era igualmente valida
para sistemas ergddicos en general. Por tanto, hoy se acepta que un sistema
cuantico es cadtico cuando su analogo clésico es ergddico 2.

Ahora la pregunta es si la conjetura BGS es vélida también para las otras
dos clases de universalidad. Es decir, si en sistemas cadticos que presenten
las simetrias propias de las colectividades GUE o GSE las propiedades de las
fluctuaciones de sus espectros coincidiran con las predichas para la colecti-
vidad correspondiente. Pues bien, segin los resultados numéricos hay pocas
dudas de que es asi. Un ejemplo muy ilustrativo puede encontrarse en (CAU-
RIER and GRAMMATICOS, 1989). En el terreno experimental la situacién es
menos favorable: Por el momento no existen ejemplos para el caso del GSE
y s6lo dos, ambos con billares de microondas (SO et “al., 1995; STOFFREGEN
et"al., 1995), para el del GUE. En ellos el excelente acuerdo con las curvas
tedricas corrobora la validez de la conjetura BGS para el caso del GUE.

De cualquier manera queda claro que es mucho mas facil encontrar si-
tuaciones experimentales de sistemas caoticos con las simetrias propias del
GOE que de las otras dos clases de universalidad, lo que hace del GOE la
colectividad mas popular de las tres.

En la figura 3.1 se representan las curvas de las distribuciones de es-
paciamientos de las tres colectividades gausianas, GOE, GUE y GSE, y la
correspondiente a la ley de Poisson. En ella podemos observar cémo existe
repulsion en los casos del GOE, GUE y GSE (P(0) = 0) y no hay repulsién
en el caso de Poisson. Ademas, para valores pequenos de s la curva que crece
mas despacio es la del GSE, la siguiente seria la del GUE y la que crece mas
deprisa es la del GOE, ya que segin las expresiones (3.9) el comportamiento

2Noétese que hasta ahora, en lo que se refiere a la conjetura BGS, hemos empleado ’sis-
temas clasicos cadticos’ para referirnos a lo que rigurosamente deberiamos haber llamado
'sistemas clasicos ergddicos’.
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1.4 T T
— GOE
— GUE
1.2r GSE |]
Poisson
1 - 4

P(s)

Figura 3.1: Distribuciones de espaciamientos a primeros vecinos tedricas para
espectros tipo GOE, GUE, GSE y Poisson.

de éstas para s pequeno es

s, GOE
P(s) ~<¢ 5% GUE (3.10)
st GSE

Por eso, el exponente de s en estas expresiones (v) se denomina exponente
de repulsion y se dice que el GOE presenta repulsion lineal (v = 1), el GUE
repulsién cuadrética (v = 2) y el GSE repulsiéon cuértica (v = 4). Se le
llama también indice de universalidad, puesto que distingue las tres clases de
universalidad. En el caso de niveles descorrelacionados el valor es v = 0.

La mayoria de sistemas reales no son ni integrables ni completamente
caoticos, sino que tienen un espacio de fases mixto. En estos sistemas la dis-
tribucién de espaciamientos a primeros vecinos presenta un comportamiento
intermedio entre la ley de Poisson y la de Wigner. Existen distintas aproxima-
ciones para tratar este tipo de situaciones. Entre ellas esta la aproximacion de
Brody (BRroDY, 1973; BRODY et “al., 1981), que es puramente fenomenoldgi-
ca. La distribucién de espaciamientos de Brody es una funciéon que interpola
entre el régimen integrable y el cadtico, concretamente entre la ley de Poisson
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22 Caos cuantico

y la de Wigner-GOE:

P(s) = (v + Day,s” exp(—a,s"), (3.11)
v+2\1""
donde a, = {F ( n 1)} y I' es la funcién gamma, definida como sigue:
v

['(z) = / t=~le7tdt, z>0. (3.12)
0

v es el pardmetro de Brody: para v = 0 se tiene la distribucién de Poisson y
para v = 1 la de Wigner-GOE.

Rigidez espectral

La rigidez espectral es el estadistico mas utilizado para medir las corre-
laciones de largo alcance. Se define a partir de la densidad acumulada de
estados, que contabiliza el nimero de estados con energia por debajo o igual
a una dada ¢:

M(g):/g diple) = Y0 — =) (3.13)

donde p(z) es la densidad de estados, definida en la ecuacion (3.3). Es decir,
que la forma de la funcién p(e) es la de una escalera con escalones de una
unidad en cada valor de la energia correspondiente a un autovalor, como se
muestra en la figura 3.2.

Para comprender bien qué estamos midiendo con este estadistico es ne-
cesario senalar que en un espectro reescalado, el espaciamiento medio entre
niveles es igual a 1:

e DL (3.14)

como se explicard en la siguiente seccion. De modo que, teniendo esto en
cuenta, sabemos que en un espectro reescalado la densidad acumulada de
estados serd una escalera cuya pendiente media valdra 1. Si hacemos un
ajuste de la densidad acumulada a una recta en un intervalo de longitud L,
[e — L/2,e+ L/2], el valor de la x? obtenida en el ajuste, es decir,

e+L/2
A3(L) = ml'n/ dr (u(z) — a — bx)?, (3.15)

a,b —L/2

es la rigidez espectral, que, como se ha anticipado en la notacion, depende
solo de la distancia L entre los dos niveles entre los cuales se quiere estudiar
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3.3 Teoria de matrices aleatorias 23

Figura 3.2: Densidad acumulada de un espectro de tipo Poisson reescalado
(azul), junto con una recta de pendiente 1 (roja): u(e) = ¢.

la correlaciéon y es independiente de la posicién concreta de los mismos en el
espectro € 3.

Por tanto, segtin su definicién, la rigidez espectral mide cuanto se desvia
el espectro estudiado de un espectro uniforme (equiespaciado). Cuanto mads
uniforme es el espectro mas se parece la densidad acumulada a una recta vy,
por tanto, menor es la x? obtenida en el ajuste. Por tanto, un valor pequefo
de la Asz nos indica que el espectro es bastante uniforme, que tiene una
cierta estructura rigida, de ahi el nombre del estadistico. Esta estructura
aparece debido a las correlaciones, a la repulsion de niveles. En el caso de
los espectros de niveles descorrelacionados, que se comportan como variables
aleatorias independientes, no es de esperar que haya una organizacion de los
niveles que le confiera ningtin tipo de estructura al espectro.

Entonces valores pequenos de la As para un valor de L dado indican que
existe repulsion entre pares de niveles separados una distancia L. Por tanto,
con este estadistico se pueden medir correlaciones entre niveles que estan

3Esto es asf mientras nos refiramos al comportamiento universal de las fluctuaciones.
En lo referente a fendmenos no universales la A3 si puede depender de . Por ejemplo, el
fenémeno de la saturacién de Berry, que se describird més adelante, es debido al limite a la
universalidad, que venia impuesto por las érbitas periddicas del sistema. Y este fenémeno
aparece en la Ag a distintos valores de L segun el valor de € escogido.
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alejados, a diferencia de la P(s), que mide las correlaciones tinicamente entre
primeros vecinos.

En el caso de espectros de niveles descorrelacionados, que corresponden
a los sistemas integrables, se obtiene

L
(As(L))—g = 75 (3.16)
15
En el caso de las colectividades gausianas, que corresponden a los sistemas

caoticos, segun la conjetura BGS,
1
(A3(L)), = — log(L) +b, +O(L™") L>1, v=1,24, (3.17)
T

donde v es el indice de universalidad y b, depende también de la clase de
universalidad.

Observamos en (3.16) y (3.17) que el valor tedrico de la Az se da en
realidad como el promedio sobre una colectividad. Por tanto, si queremos
comparar la As obtenida a partir de un espectro con un valor tedrico debemos
calcularla como un promedio a lo largo del espectro. El procedimiento mas
estdndar, introducido por Bohigas et al. (BOHIGAS et “al., 1984), es utilizar
los intervalos [0, L], [L/2,3L/2],[L,2L],... y promediar la Aj sobre todos
ellos.

Como era de esperar, el crecimiento de la (A3) con L es mucho més lento
para sistemas cadticos, que son los que presentan repulsién de niveles, que
para sistemas integrables.

Es importante recordar en este punto que, segiin se senalé en la seccion
3.2.2, no es de esperar un comportamiento universal de las fluctuaciones para
ventanas de energia muy grandes. Es decir, que no podemos esperar predecir
el comportamiento de las correlaciones de muy largo alcance: tendra sentido
comparar la (A3z) con la teoria sélo para valores suficientemente pequenos
de L, que dependeran de cada sistema. Lo que ocurre cuando se estudian
valores mayores de L fue descrito tedricamente por Berry (BERRY, 1985) y
es un fenémeno denominado saturacidn: a partir de un cierto valor de L la
A3 se separa de la curva tedrica (ya sea ésta la correspodiente a un sistema
integrable o cadtico) para tomar un valor constante.

3.4. El reescalado

Hemos visto que la densidad de estados de un sistema cuantico puede
separarse en una parte suave, que darfa un comportamiento medio propio
del sistema clasico, y una parte fluctuante, que seria propia exclusivamen-
te del sistema cudntico. Ademads, la parte fluctuante es universal (dentro de
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un cierto rango: AE < h/T,.m) v depende sélo de si el sistema cldsico es
integrable o cadtico (ergddico), mientras que la parte suave depende de las
propiedades individuales del mismo. Por tanto, para poder estudiar las carac-
teristicas universales del espectro es necesario separar primero la parte suave
de la densidad de estados. Este es el proceso que se conoce como reescalado.

El reescalado permite comparar las fluctuaciones de espectros de sistemas
distintos o de distintas partes de un espectro, de otra manera esto no seria
posible. Por ejemplo, si estamos estudiando los espectros (sin reescalar) de
dos sistemas distintos en uno de los cuales la densidad de estados es mucho
mayor que en el otro podemos pensar que el primero presenta menor repulsién
de niveles que el segundo cuando, en cambio, esto puede deberse simplemente
a que en el primero la parte suave de la densidad de estados es mayor que
en el segundo, lo que no tiene realmente nada que ver con las propiedades de
las fluctuaciones.

Lo que debemos buscar es un cambio de variable en la energia de manera
que el nuevo espectro tenga una densidad media unidad, o lo que es lo mismo,
un espaciamiento medio entre niveles igual a 1. Llamemos F; a las variables
antiguas (espectro sin reescalar) y ¢; a las nuevas (espectro reescalado), con
1 =1,2,...,m. En las variables antiguas la densidad acumulada de estados
puede escribirse asi:

m(E) =m(E) +m(E), (3.18)

donde m(FE) es la parte suave de la densidad acumulada, definida a partir de
la parte suave de la densidad de estados, segin la ecuacién (3.13), como

m(E) = / dag(), (3.19)

lo que implica que

g(E) = : (3.20)

Y m(FE) es la parte fluctuante.

Hasta ahora habiamos llamado m al nimero total de niveles del espec-
tro. Por eso hemos elegido también esta letra para referirnos a la densidad
acumulada, puesto que ésta representa también nimero de niveles, concreta-
mente, es el nimero de niveles que hay hasta un cierto valor F de la energia.
Por tanto, a partir de ahora cuando aparezca m como una funcién, con una
energia como variable independiente, nos estaremos refiriendo a la densidad
acumulada de estados, y cuando aparezca m como un nimero concreto nos
referiremos al niimero total de niveles. Asi no habra posibilidad de confusion.

Utilizando el siguiente cambio de variable:

e =m(E), (3.21)
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podemos definir un nuevo espectro {e1,€s,...,&,,} sin mas que aplicar el
cambio a la secuencia de niveles antigua {E1, Fs, ..., E,}:

Puesto que el nimero de niveles debe ser igual antes y después del cambio
debe cumplirse que

p(e) = m(E(e)). (3.23)

donde p(e) es la densidad acumulada en la nueva variable ¢.
Por tanto, la ecuacién (3.18) en la nueva variable se escribe

u(e) = m(B(e)) = e + m(E(e)) = file) + fi(e) (3.24)

Llamaremos p(¢) a la densidad de estados en la nueva variable, como ya
sefialamos en 3.3.1. La nueva densidad media de estados, segiin la ecuaciéon

(3.20), es

5e) = ‘;6 =1, (3.25)

que es exactamente lo que buscabamos.
Por otro lado, podemos obtener también la expresién de la nueva parte
fluctuante de la densidad de estados, p(e):

o) - BE) _ dm(B)dE_ g(E)
PEI= "4 ~TdE de  g(BE)

(3.26)

Asi, podemos decir que la nueva parte fluctuante es igual a la antigua nor-
malizada y esto nos ayuda a comprender que, segin hemos comentado, al
reescalar sea posible comparar las fluctuaciones de sistemas distintos o de
distintas partes de un espectro.

La figura 3.3 muestra graficamente el procedimiento de reescalado.

El procedimiento de reescalado requiere entonces el conocimiento de la
funcién m(FE) y esta es la principal dificultad. En el caso de las matrices
aleatorias s conocemos una expresion para la densidad media (véase apéndice
A), pero en la mayoria de los casos esto no es asi, y la densidad media
debe determinarse inicamente a partir de la informacién que proporciona el
espectro. Los métodos utilizados en estos casos pueden ser locales o globales.

Los métodos locales son aquellos en los que se determina la densidad
media de forma local en un entorno de cada nivel. El mas simple es el llamado
reescalado local, que supone la densidad media aproximadamente constante
en una ventana de v niveles a cada lado de FE;:

(3.27)
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Figura 3.3: Procedimiento de reescalado. La densidad acumulada, m(E), se
representa en azul y la parte suave de ésta, m(F), en rojo. A cada nivel F;
le corresponde un nivel reescalado ¢; = m(E).

El problema de este tipo de métodos es que introducen una longitud carac-
teristica (v en el caso del reescalado local) en un problema que carece de ella.
Y esto produce efectos espurios en el analisis de las correlaciones, ya que
introduce correlaciones de largo alcance ficticias (MOLINA et "al., 2002), lo
que puede llevar a una interpretacion errénea de la As. Por ejemplo, puede
hacer aparecer una saturacion donde realmente no la hay:.

Los reescalados locales, al modificar las correlaciones de largo alcance,
pueden hacer que la Aj sature, llevandonos a confundir este efecto con la
saturacién de Berry cuando en realidad es s6lo consecuencia de un reescala-
do inadecuado. En resumen, estos métodos pueden llevarnos a conclusiones
equivocadas en el andlisis de las fluctuaciones espectrales y, por tanto, es més
conveniente utilizar otro tipo de métodos.

En los métodos globales se calcula la densidad media utilizando el espectro
completo. Lo que se hace habitualmente es intentar ajustar la densidad acu-
mulada a una funcién suave. En algunos casos, se conoce una forma funcional
que depende de un cierto nimero de parametros y que se obtiene a partir
de conocimientos tedricos del sistema. En otros casos, no se dispone siquiera
de esta informacion y lo que suele hacerse es ajustar la densidad utilizando
un conjunto de funciones ortonormales como, por ejemplo, los polinomios de

27
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Chebyshev. En esta situacion hay que tener mucho cuidado con el nimero de
parametros libres que se manejan, ya que si se utilizan demasiados parame-
tros en el ajuste puede que la densidad media obtenida esté incluyendo parte
de las fluctuaciones.

Por tanto, el procedimiento de reescalado, a no ser que se conozca la
expresion exacta de la densidad media, no es una tarea nada trivial y debe
realizarse con sumo cuidado si se quiere conseguir un analisis correcto de las
fluctuaciones espectrales.

3.5. Elruido 1/f

Recientemente se ha propuesto un nuevo enfoque a la hora de abordar el
problema del caos cuantico (RELANO et "al., 2002), basado en los métodos
tradicionales del andlisis de series temporales. El registro de la evolucién tem-
poral de una determinada magnitud constituye una serie temporal. Existen
muchos fenémenos en la naturaleza que se estudian mediante series tempo-
rales; fenémenos tan dispares como los latidos del corazon, el flujo de un rio
o la actividad de las manchas solares (MANDELBROT, 1999).

Una de las técnicas més habituales en el andlisis de series temporales es
la transformacién de Fourier, mediante la cual se obtiene la representacion
de la senal temporal en el espacio de frecuencias:

Flw) = — / T (e (3.28)

—0o0

donde f(w) es la senal transformada y f(¢) es la senal original, que puede
recuperarse a partir de la transformada mediante

() = / " dw F(w)e . (3.29)

—00

En lugar de analizar directamente la transformada de Fourier, que es comple-
jay en la practica no resulta de utilidad, se define el espectro de potencias*
como el médulo al cuadrado de ésta:

-2
P(w) = ‘ fw)l (3.30)

Cuando una senal es tal que su espectro de potencias verifica
(P(w)) ox w™, (3.31)

4Traduccién literal del inglés power spectrum

28



3.5 El ruido 1/f 29

donde el valor medio indica promedio sobre diversas realizaciones de un mis-
mo suceso, se dice que la senal es autosimilar. Es decir, que la forma de la
senal es invariante bajo cambios de escala:

(P(Aw)) ocw™. (3.32)

Se dice también que la senal presenta un ruido 1/f¢. El tipo de ruido mas
importante es el ruido 1/f (o = 1), ya que aparece en una gran variedad
de fenémenos en la naturaleza y no se conoce un mecanismo fisico sencillo
capaz de explicar esta ubicuidad.

Estas técnicas de andlisis se han aplicado en el campo del caos cuantico
tomando como punto de partida la asimilacién del espectro cudntico a una
serie temporal. Concretamente se parte de la secuencia de espaciamientos a
primeros vecinos:

S§; = &jr1 — &4, z:l,,m—l (333)

A partir de la secuencia de espaciamientos se define un nuevo estadistico para
caracterizar las fluctuaciones espectrales:

5n:Z(si—(s>):Zwi, n=1,...,m—1. (3.34)

i=1

La cantidad w; mide la separacién del espaciamiento s; de su valor medio
(s) =1 (recuérdese que se considera en todo momento el espectro reescala-
do). La §,, mide, por tanto, la separacién de la energia de excitaciéon de su

valor medio n:
n

n
0= si— Y (s)=eny1—c1— 1. (3.35)
i=1 i=1

La funcién 9,, tiene una similitud formal con una serie temporal. Si com-
paramos el espectro de niveles de energia con el proceso de dispersién de
una particula, podemos considerar el indice 7 de los espaciamientos como un
tiempo discreto y las fluctuaciones en los espaciamientos w; como el analo-
go de los desplazamientos de la particula entre la colisién en el instante i y
la siguiente. La §,, seria entonces el andlogo del desplazamiento total de la
particula en el instante n.

Considerando entonces la d,, como una senal temporal podemos calcular
su transformada de Fourier y su espectro de potencias. Cuando se trata de
una senal discreta, como es este caso, se define una transformada de Fourier
discreta:

N 1 —2mikn
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El espectro de potencias seria

2
P = ‘54 (3.37)
Y la existencia de un ruido 1/f“ se expresa con
1
(Pr) o< T (3.38)

Esta técnica de andlisis se aplicé (RELANO et “al., 2002) al espectro de un sis-
tema cudntico cadtico (segun los criterios establecidos hasta ahora), como es
el nicleo atémico, y se encontré que éste presentaba un ruido 1/ f. Para com-
probar que no se trataba de una propiedad particular de los nicleos atémicos
se analizaron también las colectividades de matrices aleatorias GOE, GUE
y GSE, obteniendo el mismo resultado. Esto llevé a proponer la siguiente
conjetura: Fl espectro de energia de los sistemas cudnticos caoticos estd ca-
racterizado por un ruido 1/f.

Un aspecto interesante de esta conjetura es que permite caracterizar el
caos cuantico sin mas informacion que el espectro de energia del sistema, es
decir, sin necesidad de hacer referencia a las propiedades de otros sistemas,
como ocurre con la conjetura BGS, que hace referencia al GOE. El ruido 1/ f
es universal para todos los sistemas cuanticos cadticos independientemente
de sus simetrias. Ademas, incluye a este tipo de sistemas en una extensa clase
de sistemas de muy diversos campos que presentan ruido 1/f.

Por otro lado, los espectros de los sistemas cudnticos integrables vienen
caracterizados por un ruido 1/f2, lo que es un resultado inmediato una vez
establecida la analogia del espectro con una serie temporal. Segun el resul-
tado de Berry (BERRY and TABOR, 1977) la secuencia de espaciamientos a
primeros vecinos del espectro de un sistema cudntico integrable se comporta
como un conjunto de variables aleatorias independientes. La d,,, por tanto, es
en ese caso una suma de n variables aleatorias independientes y es un resulta-
do conocido que el espectro de potencias de una senal como ésta presenta un
ruido 1/f2. En (RELANO et “al., 2002) se analiza también una colectividad
de matrices cuyos espectros estan constituidos por niveles descorrelacionados
(colectividad GDE) y se encuentra efectivamente un ruido 1/f2.

El célculo téorico del espectro de potencias de la d,, ha sido realizado
recientemente en el marco de la teoria de matrices aleatorias (FALEIRO et “al.,
2004), obteniéndose la siguiente expresion:

2 KV(E)_l Ky(l_ﬁ)_l
<PI§> _m m m 1

+ +
2 2 EAY
4 k (m —k) 4 son? <7T_k)

m
k=1,2,...m—1, m>1, v=0,1,2,4, (3.39)

+ a,
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donde K, es el factor de forma espectral, distinto para cada colectividad,

definido como )
K (7) = <‘ / dep(e)ei2me > (3.40)

y « vale 0 para sistemas integrables y —1/12 para sistemas cadticos.
Introduciendo en (3.39) las expresiones conocidas del factor de forma para
los casos GOE, GUE y Poisson

21 —7log(l1+27), 7<1

K, _ = 3.41
1(7) 2 —rT1log Tt 1 , T=>1 ( )
21 —1
7, 17<1
K, =<7 = 3.42
2 (7) {17 2 (342
Kyo(r) =1, (3.43)

se obtienen (tomando el caso 7 < 1, ya que k/m < 1) expresiones explicitas
de <P,§ > para los tres casos. A frecuencias bajas, es decir, en el limite k < m
estas expresiones pueden aproximarse por

m
2m2k’
(P = %, =2 (3.44)
m
4m2k2’
donde efectivamente encontramos los ruidos 1/f y 1/f2.

Ademas de la aplicaciéon de técnicas de analisis desarrolladas en el campo
de las series temporales, la analogia entre éstas y los espectros de energia
permite también establecer analogias entre las propiedades de unos y otras.

Hemos visto que los espectros cadticos se caracterizan por presentar re-
pulsién de niveles y que esto se manifiesta en una organizacion del espectro
que le confiere una cierta estructura rigida. Es decir, que las desviaciones de
los espaciamientos s; de su valor medio (s) = 1 son pequenas y una des-
viacién tiende a ser compensada por las desviaciones de los espaciamientos
vecinos, de manera que es dificil encontrar en la secuencia una serie larga de
espaciamientos todos por encima o por debajo del espaciamiento medio.

En una serie temporal, la antipersistencia es una propiedad que impli-
ca que una tendencia al aumento o al descenso en el pasado conduce a la
tendencia opuesta en el futuro. Por tanto, la antipersistencia en las series
temporales es andloga a la rigidez espectral en los espectros de energia. Un
espectro muy rigido da lugar a un espectro de potencias que presenta rui-
do 1/f. Por otro lado, es conocido que una serie temporal cuyo espectro de

vr=20
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potencias presenta ruido 1/f es muy antipersistente. Por tanto, la analogia
entre ambas propiedades es consistente.
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Capitulo 4

Sistemas de /N particulas sin
interaccion

El caos cuantico se ha definido como el estudio cuantico de los sistemas
que clasicamente son caodticos. Los sistemas de varias particulas idénticas,
debido al cardcter bosénico o fermionico de las mismas, no tienen un limite
clasico claro. Por tanto, el estudio cuantico de este tipo de sistemas no puede
basarse en un estudio previo de su andlogo clasico.

Afortunadamente, en el nivel de desarrollo actual de la disciplina del
caos cuantico, disponemos ya de una serie de herramientas que nos permiten
estudiar el grado de caos y complejidad del sistema a partir inicamente de
su espectro cuantico de niveles de energia. Dichas herramientas han sido
descritas en el capitulo anterior, en el cual se ha visto cémo el estudio de
sistemas con analogo clasico ha permitido establecer criterios para distinguir
el caos en mecanica cuantica a partir de los espectros de niveles de energia.
Maés concretamente, a partir de la estadistica de las fluctuaciones espectrales.
En este capitulo utilizaremos estas herramientas para estudiar sistemas de
N particulas idénticas sin interaccion.

Muy poca atencion ha sido prestada a este tipo de sistemas en la litera-
tura cientifica sobre caos cuantico. El ntcleo atémico fue el primer sistema
estudiado en el contexto del caos cuantico, el primero en el que se comproba-
ron las predicciones de la teorfa de matrices aleatorias (HAQ et "al., 1982). El
nucleo es el paradigma de sistema cuantico complejo. Es un sistema de mu-
chas particulas en interacciéon que puede estudiarse tedéricamente mediante el
modelo de capas. Este modelo es la teoria mas completa de que se dispone
en la actualidad para describir el ntcleo y sus excitaciones a baja energia. El
hamiltoniano nuclear puede escribirse asi:

H=> T(q)+> Wigr), (4.1)

q=1 q<r
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34 Sistemas de N particulas sin interaccién

donde T es la energia cinética, W representa una interaccién a dos cuerpos
y A es el numero total de nucleones (A=Z(protones)+N (neutrones)).

El modelo de capas consiste en considerar una primera aproximacion en la
que cada nucleén se mueve independientemente en un potencial medio (obte-
nido a partir de un calculo Hartree-Fock autoconsistente), que estarfa creado
por el resto de los nucleones; y se anade un término (interaccion residual)
para tener en cuenta las interacciones entre las particulas. El hamiltoniano
puede escribirse entonces asi:

A A

H=>Y[T(q)+ U]+ | Y Wigr) =Y Ulg)| = Ho+ Hi,  (42)
q=1 q<r q=1

donde U representa el campo medio autoconsistente. La primera parte del

hamiltoniano, Hy, representa el movimiento de particulas independientes y

la segunda parte, Hy, es la interacciéon residual.

Se ha comprobado que es realmente la interaccion residual la que intro-
duce el caos en el sistema. En el campo medio los nucleones se mueven en
orbitas de forma regular. El grado de caoticidad de los nticleos depende de
diversos factores, el principal de los cuales es la relaciéon entre la intensi-
dad del campo medio y la intensidad de la interaccién residual. Por tanto,
la transicién de la regularidad al caos en este sistema puede estudiarse me-
diante la introduccién gradual de la interaccion residual. Es decir, pasando
gradualmente del hamiltoniano de particulas independientes, Hy, que daria
lugar a un espectro cuyas fluctuaciones siguen la estadistica de Poisson, al
hamiltoniano completo, H = Hy + H;, que daria lugar a un espectro cuyas
fluctuaciones tienen las mismas propiedades que las predichas por la teoria
de matrices aleatorias.

La mayoria de los problemas relacionados con caos cuantico en sistemas
de varias particulas que pueden encontrarse en la literatura cientifica son de
este tipo. Es decir, se trata de sistemas de particulas en interacciéon cuyo
hamiltoniano puede expresarse como un término sin interaccion, Hp, mas un
término de interaccién a dos cuerpos, H;. Ambos pueden escribirse en general
en términos de operadores creacion y destrucciéon de la siguiente manera:

Hy = Zei ala;, (4.3)

H1 = Z Uij,kl a;“a,':aiaj. (44)
i<j k<l
Los estados del sistema (estados de varias particulas) para el hamiltoniano

sin interaccién, construidos a partir de los estados de una particula, |I) =

ajaf ...aj |0), son autoestados de Hy:

71 12
Hy =81, B =) en (4.5)

7
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I . . :
donde ng) = (I|af a; |T) son los ntimeros de ocupacién de los niveles. Para

encontrar los autoestados del sistema con interaccién habria que diagonalizar
el hamiltoniano completo.

Mediante hamiltonianos de este tipo se estudian sistemas como ntucleos
(ORMAND and BROGLIA, 1992; MOLINA et “al., 2000), dtomos (FLAMBAUM
et "al., 1999), electrones en metales-aislantes (SHKLOVSKII et “al., 1993) o sis-
temas fermidnicos en general (MONTAMBAUX et “al., 1993; JACQUOD and
SHEPELYANSKY, 1997; SONG, 2000). En todos los casos se considera que el
hamiltoniano sin interaccién, Hy, es regular. Es decir, el sistema cudntico
regido por este hamiltoniano es integrable y, por tanto, su espectro presenta
fluctuaciones que siguen la estadistica de Poisson. Esto implica que, utilizan-
do el modelo de la ecuacién (4.3) las energias e; de particula independiente
pueden escogerse aleatoriamente en un rango adecuado al problema.

Asi, en estos trabajos suele estudiarse el tipo de fluctuaciones que presen-
ta el sistema con el hamiltoniano completo, o bien distintos aspectos de la
transiciéon del hamiltoniano sin interaccién al hamiltoniano completo, como
por ejemplo, el valor critico de la interaccién para el cual puede considerarse
que se ha pasado al régimen cadtico.

En esta Parte I nos centraremos, en cambio, en los sistemas sin inter-
accion, es decir, en la parte Hy del hamiltoniano, y estudiaremos si este se
comporta siempre de manera regular, como suele considerarse, o por el con-
trario pueden encontrarse distintos comportamientos a diferentes escalas de
energia o para distintos nimeros de particulas. Concretamente considera-
mos N particulas idénticas (fermiones o bosones) que se mueven libremente
en un campo medio, lo que da lugar a un hamiltoniano H del tipo (4.3),
que puede escribirse también en términos de los autovalores y autoestados
{ei, i) | i € N} del hamiltoniano de una particula h(q) = T'(q) + U(q),

H=3eli)il, (16)

ieN
donde el niimero de niveles de energia que puede ocupar cada particula es in-
finito. Los niveles de particula independiente {e;} se modelaran con espectros

de teoria de matrices aleatorias, concretamente, GOE, GUE y Poisson.
Los niveles de energia del sistema pueden escribirse como

Ei=> e (4.7)
i€l

es decir, que el sumatorio se extiende, a diferencia de (4.5) sélo a los niveles
ocupados: I = {i; < iy < --- <y} es la secuencia ordenada de niveles del
espectro de particula independiente ocupados en el estado |I) que, al tratarse
de particulas idénticas, debe escribirse como

1) =CrUd i) @ |is) ®...® |in), (4.8)
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donde ® indica el producto directo, C7 es un coeficiente de normalizacion y
U es el operador de antisimetrizacion (fermiones) o simetrizacién (bosones).
Sus expresiones son las siguientes:

1, fermiones,

Cr = 1 (4.9)

————, bosones,

7— > ot P. (4.10)
VN2

donde n; es el nimero de veces que el indice j aparece en I, P recorre

las permutaciones de N simbolos, ¢ = —1(+1) para fermiones(bosones), t,

es el nimero de transposiciones bésicas asociadas a la permutacién P y P

es el operador de permutaciéon. Para sistemas fermidnicos el operador de

antisimetrizacion garantiza que solo contribuyen configuraciones en las que

los N niveles de particula independiente ocupados son todos distintos.

4.1. Espectros de particula independiente

En esta seccion se explica como se generaron y reescalaron los tres tipos
de espectro de particula independiente utilizados en el trabajo.

4.1.1. Espectro GOE

La distribucién de probabilidad de los elementos de una matriz GOE de
dimensién m es la siguiente (apéndice A):

A m/2 24 m(m—1)/4
p(H117 [ARS) Hmm) == (_) (_) eXp

™ ™

—AY H}, ] . (411)
0,7

donde la constante A puede expresarse en funcién de la varianza de los ele-
mentos diagonales o de los no diagonales:

oy _ 1 oy _ L
(HZ) =55 (Hj) =11 (4.12)

En vista de las expresiones anteriores, una matriz GOE puede ser generada
a partir de distribuciones gausianas. Al tratarse de matrices simétricas basta
generar la diagonal y la parte triangular superior o inferior (la otra se ob-
tiene por simetria: H;; = Hj;). La manera de generar una matriz GOE es,
por tanto, la siguiente: se generan m nimeros aleatorios con una distribucién
gausiana, que seran los que formen la diagonal; y m(m—1)/2 nimeros aleato-
rios con una distribucion gausiana cuya varianza sea la mitad de la utilizada
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4.1 Espectros de particula independiente 37

en la generacion de la diagonal, que formaran la parte no diagonal. Una vez
generada la matriz se diagonaliza y se obtiene asi el espectro de niveles, cuyas
fluctuaciones tendran las propiedades descritas en la seccion 3.3.1. En este
trabajo se utilizé una matriz de dimensién 10.000, con A = 1/2.

El reescalado del espectro es sencillo en este caso: la expresién de la
densidad media de estados es conocida (ley semicircular de Wigner, ecuacién
(A.11), apéndice A). No es necesario calcular la expresiéon de la densidad
acumulada, que es mds complicada, sino que suele utilizarse directamente

_(Ei+ Ein _ m(Eiy1) — m(E;)
I B — B

, (4.13)

que es una buena aproximacién para la densidad media de estados entre los
puntos E; y F;1. Utilizando €; = m(E;) se obtiene

donde s; = ¢;41 —€; y S; = Eiv1 — E;. Por tanto, siendo conocidos g(E) y
el espectro {E;};—1__m podemos calcular los espaciamientos reescalados s;, y
las energias reescaladas mediante ;.1 = €; + s;, tomando £; = 0.

4.1.2. Espectro GUE

La distribucién de probabilidad de los elementos de una matriz GUE de
dimensién m viene dada por (apéndice A)

p(Hyy, ..o, Hy) = (é>m/2 (%)MMI)/Q exp {—A; [(Hr);; + (Hp)j) }

T T

(4.15)
donde (Hg)i; v (Hj);; son las partes real e imaginaria, respectivamente, de
H;j. La constante A puede expresarse en funcién de la varianza de las partes
real o imaginaria de los elementos diagonales o no diagonales:

() =5 (HR%) = () =17 (419

La parte imaginaria de los elementos diagonales es nula puesto que se trata
de matrices hermiticas (H;; = H;).

A la vista de las expresiones anteriores el procedimiento para generar
una matriz GUE es préacticamente el mismo que para GOE, sélo que en
este caso hay que generar el doble de ntimeros para la parte no diagonal:
m(m — 1)/2 para la parte real de los elementos y m(m — 1)/2 para la parte
imaginaria. Es decir, se generan m numeros aleatorios con una distribucién
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38 Sistemas de N particulas sin interaccién

gausiana, que formaran la diagonal, y m(m — 1) nimeros aleatorios con una
distribucién gausiana cuya varianza sea la mitad de la utilizada en la gene-
racion de la diagonal, que seran las partes real e imaginaria de los elementos
de la parte no diagonal superior o inferior (la otra se obtiene por simetria:
Hij = (HR)” -+ Z(H[)Zj, Hﬂ = (HR)U — Z(HI)U) En este caso se utilizd una
matriz de dimensién 7.000.

El reescalado es también sencillo. La densidad media de estados es tam-

bién la ley semicircular de Wigner con los parametros adecuados (ecuacion
(A.11), apéndice A).

4.1.3. Espectro Poisson

Para obtener un espectro de niveles descorrelacionados basta con gene-
rar una secuencia de numeros aleatorios con distribuciéon uniforme. Dicho
espectro tendra una densidad media de estados constante dada por

g(E)=— (4.17)

donde a y b son los extremos del intervalo en el cual se generan los niveles y
m es el nimero de niveles generados. Por tanto, el reescalado en este caso es
también muy sencillo. Para obtener un espectro con densidad media unidad
simplemente hay que multiplicar toda la secuencia de niveles por la densidad
(4.17).

En nuestro caso generamos una secuencia de m = 10.000 niveles entre
a = —200y b= 200.

En realidad tanto los pardametros a y b como el parametro A en los casos
del GOE y el GUE no tienen relevancia, ya que tnicamente influyen en la
forma de la densidad media, pero precisamente al reescalar los espectros
eliminamos toda dependencia de la parte suave de la densidad. Por tanto, la
eleccion de estos parametros no va a influir para nada en los resultados del
estudio de las fluctuaciones.

4.2. El espectro del sistema de N particulas

Una vez generado el espectro de particula independiente, el siguiente paso
a llevar a cabo es la obtencién del espectro del sistema de N particulas. Las
energias del espectro del sistema seran las correspondientes a las distintas
configuraciones de las N particulas en el espectro de particula independiente:

By = Zeif’ (418)

i; €l

38



4.2 El espectro del sistema de N particulas 39

El espectro de particula independiente esté formado en principio por un
numero infinito de niveles de energia. A partir de tal espectro construiriamos
un espectro del sistema que constaria también de infinitos niveles. Pero 16gi-
camente un espectro infinito no es manejable en la préactica. Calcularemos,
por tanto, s6lo un nimero finito de niveles del sistema, los M primeros nive-
les.

Para ello podriamos tomar un nimero finito m de niveles del espectro
de particula independiente y calcular todas las configuraciones posibles de
N particulas en dichos niveles. Sin embargo, mediante este procedimiento
no conseguiriamos nuestro objetivo sino que obtendriamos una secuencia in-
completa de niveles del espectro del sistema. Esto puede entenderse con un
ejemplo sencillo.

Consideremos un sistema de 2 fermiones que vamos a distribuir en m = 4
niveles equiespaciados, cuyas energias elegimos por sencillez como e¢; = ¢. En
la figura 4.1 se representan las configuraciones posibles de las 2 particulas
en el espectro de particula independiente (en rojo) junto con el espectro de
niveles del sistema obtenido. Ahora consideremos la configuracién en que una
de las particulas estd en el primer nivel y la otra en el quinto (representada
en verde en la figura). La energfa de esta configuracién vale 6 y, sin embargo,
no se esta teniendo en cuenta, mientras que si se tiene en cuenta una configu-
racién de energia mayor (la 6: niveles 3° y 4° ocupados). Es decir, que hemos
perdido un nivel en el espectro del sistema: los M = 6 niveles calculados
mediante este procedimiento no son los seis primeros niveles sino que son los
cinco primeros y el séptimo.

Este problema se soluciona fijando un limite a la energia, que vendra dado
por el nimero m de niveles considerados: si no consideramos la configuracién
en que N — 1 particulas se encuentran en los N — 1 primeros niveles y una
en el nivel m + 1 no debemos considerar tampoco las configuraciones cuya
energia sea mayor o igual a ésta

N-1
Erar = Y €i + €mp1. (4.19)
1=1

Asi obtenemos una secuencia de niveles completa del espectro del sistema de
N particulas. De otro modo el analisis de las fluctuaciones no podria llevarse
a cabo correctamente.

Por 1ultimo, senalar que en el caso de sistemas en interacciéon el problema
es mas complicado, ya que no puede encontrarse facilmente el valor de la
energia limite a partir del cual deben descartarse el resto de configuraciones.
Por tanto, en este tipo de cédlculos suelen considerarse todas las configura-
ciones posibles de las N particulas en los m primeros niveles o espacio de
valencia. Estas configuraciones se denominan estados del modelo, y las que
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40 Sistemas de N particulas sin interaccién
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Figura 4.1: Configuraciones posibles de 2 particulas en un espectro de particu-
la independiente (izquierda) y espectro del sistema de 2 particulas (derecha).

deberian estar (sus energias pertenecen a la ventana formada por los esta-
dos del modelo) pero no aparecen porque alguno de los niveles de particula
independiente que las constituyen queda fuera del espacio de valencia se de-
nominan estados intrusos.

En un espectro calculado de esta manera cuanto mayor es la energia mas
estados intrusos faltan y menos se parece, por tanto, la densidad obtenida a
la real. Como ejemplo, se compara en la figura 4.2 la densidad de estados de
un sistema de 3 fermiones sin interaccion, calculada segun el método descrito
anteriormente, con las densidades obtenidas a partir de espacios de valencia
de 70, 110, 150 y 200 niveles. Se comprueba que estas tltimas coinciden con
la real solo hasta un cierto valor de la energia, que indica el momento a partir
del cual los estados intrusos empiezan a tener importancia.

4.3. El reescalado

El paso previo a los andlisis espectrales, segiin hemos visto en la seccién
3.4, es el reescalado del espectro. Para ello necesitamos una expresién de la
parte suave de la densidad acumulada de estados, m(F), ya que las nuevas
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Figura 4.2: Densidad de estados de un sistema de 3 fermiones comparada con
la obtenida en espacios de valencia finitos de 70, 110, 150 y 200 niveles.

energias reescaladas vienen dadas por

En la seccion 3.4 vimos que podian ocurrir varias cosas: o bien la expresion
es conocida (las menos de las veces), o bien se conoce una forma funcional
que depende de una serie de parametros, o bien es totalmente desconocida.
En nuestro caso intentaremos calcular una expresién para la densidad de
estados del sistema de N particulas en funcién de la densidad de estados de
una particula, que es conocida (espectro GOE, GUE o Poisson).

4.3.1. Calculo de la densidad de estados del sistema

Consideremos el sistema de una sola particula cuyos autovalores y auto-
estados son

{ei i) }ien (4.21)
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42 Sistemas de N particulas sin interaccién

Consideramos que los autoestados forman una base ortonormal:

(ilj) =0y (4.22)

mezﬂ. (4.23)

Los estados del sistema de NN particulas pueden escribirse como productos
directos de los estados de una particula:

Los estados con la simetria adecuada para fermiones o bosones y normaliza-
dos correctamente son

1) =CrU]L,), (4.25)

donde el factor de normalizacién C; y el operador de (anti)simetrizacién U
vienen dados por (4.9) y (4.10), respectivamente.
La densidad de estados puede escribirse como

dM(E Z(SE B = <‘6E H’> ZC’I< i)

I>.

(4.26)
Teniendo en cuenta
[ﬁﬁ} =0, dUuU=Y ¢"P (4.27)
P
la densidad queda
Zq < . qutp PS(E — H) 1p>
- Z c? Z o < 1) 0(E — F). (4.28)

Y desarrollando los estados |1, ) segin (4.24):

N
GN(E) =37 C2S" 6 (i, yiplins i) 6 (E— Zei])
1 P N N j=1
= ZCIZ Z¢tp (H 5i]-z‘p].) J <E — Z%) , (4.29)
1 P =1 =

donde pq, pa, ..., pn representa una determinada permutacion de 1,2,..., N
y en la segunda igualdad se ha utilizado la ecuacién (4.22).
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4.3 El reescalado 43

Recordemos que I = {i; <iy < --- <y}, lo que significa que en el suma-
torio ) ; los indices i; no toman cualquier valor sino que estan restringidos.
Esta restriccion puede eliminarse anadiendo los factores adecuados y asi

d(E N' DN <H > b (E - Ze) : (4.30)

{i;eNy P

Particularizando para los casos de 2, 3 y 4 particulas se llega a las si-
guientes expresiones (apéndice B):

9(E) = 2 p(E) * plE) + 6 p(E/2) (4.31)
99(E) = 5 |oE) « E) « B) + 03 p(E/2) (B + 3 o(E/3)| (432
O(E) = 1 | oB) o) HE) x HE) + 05 HE/2) # (E) ¢ ()

" §p<E/3> COE)+ 5 B+ B2+ 05 B, (433)

donde * indica producto de convolucion. Para poder escribir las densidades
como funcién de la densidad de una particula p(E) se ha utilizado la siguiente
propiedad:

Z §(E —e;—e;) = p(E) % p(E), (4.34)

Observando los CoeﬁC1entes de cada término en (4.31), (4.32) y (4.33) y
la forma en que se calculan (apéndice B) es posible deducir una expresién
general de la densidad de estados en términos de productos de convolucion
de la densidad de una particula. En el apéndice B se detalla este calculo,
cuyo resultado es

N N ¢(r+l)aT N ar
0w = S (11 % ) (<IIILeEm ). @)
{ar} r=1 e r=1s=1
S rar=N
donde el sumatorio en permutaciones se ha reducido a un sumatorio en “cla-
ses” de permutaciones, caracterizadas por los conjuntos {a,}, que provienen
de la descomposicion en ciclos de las mismas; y el sumatorio de las ¢ de Dirac
lleva a la parte de productos de convolucién de la densidad de una particula.

4.3.2. Parte suave de la densidad de estados del siste-
ma

La parte suave de la densidad de estados se calcula como el promedio de
ésta sobre la colectividad. En la seccion anterior se ha obtenido una expresion
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44 Sistemas de N particulas sin interaccién

de la densidad de estados para varias particulas ¢¥)(E) como funcién de
la densidad de estados de una particula p(E). Por tanto, en primer lugar
definimos la densidad de una particula que vamos a utilizar. Los espectros
de particula independiente que usaremos, como ya se ha senalado, seran
tipo GOE, GUE y Poisson. Pero antes de calcular el espectro del sistema
realizaremos el reescalado del espectro de una particula, es decir, que la
densidad media del mismo serd igual a 1. Ademas, la densidad estara definida
en el eje positivo de energias. Por tanto:

0, E <0

4.36
1+p(E), E>0 (4.36)

p(E) =p(E) +p(E) = {

En este caso haremos una excepcién a la notacién que venimos empleando
hasta ahora. A pesar de que el espectro de una particula esta reescalado
utilizaremos F como variable en lugar de €. Debemos utilizar E como variable
para la densidad de estados de N particulas, ya que el espectro en este
caso estd todavia sin reescalar. Por tanto, las funciones que aparezcan en la
expresion de la densidad de N particulas tendran como variable F; y como
la densidad de una particula p(E) aparece en esta expresion, en este caso £
debe interpretarse como la variable de la energia del sistema de N particulas
y no como la energia sin reescalar del sistema de una particula.

Caso N =2

En la seccién anterior obtuvimos para la densidad de estados del sistema
de dos particulas la siguiente expresion:

1 1
0E) = 2 plE) » plE) + 6 plE/2). (4.37)
Sustituyendo en ella la expresién de p(E) (4.36) se obtiene

92(5) = 3 [(E) + B(B)]  [P(E) + F(E)] + o [p(E/2) + F(E/2)]
= S PUB) # P(E) + 6 PUE/2) + 5 F(E) » E) + ()  7(E)

Yo a(E/2). (438)

En la ultima igualdad debemos identificar la parte suave y la parte fluctuante
de g®®(E). Podriamos pensar que la parte suave son sélo los dos primeros
sumandos, es decir,

9T(E) = Lp(E) 7(E) + 67 0(B/2) = 3E+ 67, E>0.  (439)
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4.3 El reescalado 45

Para E < 0 se obtiene W(E) = 0, y lo mismo sucede con el resto de valores
de N. Por tanto, todas las expresiones de ¢g¥)(E) que aparezcan a partir de
ahora seran también para £ > 0.

Sin embargo, a pesar de que por definicién las fluctuaciones promedian
a cero, el tercer sumando contiene un producto de dos partes fluctuantes,
p(E) x p(E), que puede dar una contribucién no nula a la parte suave. De
hecho, asi es, como se demuestra en el apéndice B, calculando la parte suave

de g@(E) directamente como el promedio de la expresién (4.37):

§@(E) = 3 p(B) = pB) + 0 P(E/2) (4.40)

Una vez calculada la expresion explicita se particulariza para los casos de
espectros GUE, GOE y Poisson, obteniendo las siguientes expresiones:

— E 1  1—cos(2nE) —2nEsi(2nE
Daun(E) = 5 + 67+ ( 4>W2E (2nE) (4.41)
— E 1 1+si(rE)sen(nE) — cos(2mE) — 2nEsi(2nE)

(2 S z
9P cou(E) 5 +¢4 52 F ;

(4.42)

— E 1 1

@) isson E)=— - R 4.4

donde st es la funcion seno integral definida en el apéndice B. En las tres po-
demos identificar la parte proveniente de la parte suave de p(E), que coincide
con la ecuacién (4.39). En el caso de Poisson la parte proveniente de la parte
fluctuante de p(E) es muy sencilla, es una constante (1/4). Sin embargo, en
los otros dos casos (GUE y GOE) es una funcién bastante complicada. Si
pudiésemos olvidarnos de esa parte la densidad de dos particulas seria sim-
plemente una funcién lineal en E, y la densidad acumulada, que es la que
utilizamos para reescalar, serfa una funcion cuadrética:

S L — E E 1 1 E* E E
Q(E) = drg®@(z) = de | =4+ o=+ ) =" +0o—+—. (4.44
m® (E) /O zg® () /0 x<2+¢4+4) L oyt (44

que es mucho mas sencilla. A continuacion veremos que la densidad se com-
plica mucho al aumentar el nimero de particulas e intentaremos encontrar
argumentos que nos permitan simplificar los cédlculos.

En este caso de dos particulas, que sera el tinico en que realicemos el calcu-
lo exacto de la parte suave de la densidad, podemos estudiar la importancia
relativa de las correcciones a la primera aproximacién (parte proveniente de
la parte suave de p(E)) en las expresiones (4.41), (4.42) y (4.43). En primer
lugar podemos representar las tres expresiones junto con la primera aproxi-
macién (ecuacién (4.39)). En la figura 4.3 se muestra dicha representacién
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46 Sistemas de N particulas sin interaccién

Figura 4.3: En el panel de la izquierda, parte suave de la densidad de estados
del sistema de 2 particulas: primera aproximacién utilizando sélo p(E) y
curvas exactas para GOE, GUE y Poisson. En el de la derecha una ampliacion
de la region de energia mas baja.

en el rango de energia [0, 10] (izquierda) y una ampliacién de la misma en el
intervalo [0, 2] (derecha). Se observa claramente que, excepto a energfas muy
bajas, todas las curvas son muy parecidas !. De hecho, calculando la diferen-
cia entre la curva correspondiente al GOE o al GUE y la correspondiente a
la aproximacién se obtiene que para £ = 10 ésta ya es del orden de 1073.
Por otro lado, podemos calcular los desarrollos asintéticos de las correc-

ciones, gt”(E), obteniendo

— 2
@, sen’(mE) 1
ge (E> = 77T2E +0 Py (445)

para el caso del GUE, y

D) = 1
g (B) = 5+ 0O (W3E2) (4.46)

'La curva de Poisson estd més separada, ya que tiene una diferencia de 1/4 con la
aproximacién. Pero esto no es importante, ya que en adelante veremos que la parte de las
densidades de estados que nos interesa eliminar es aquella que no pueda escribirse como
un polinomio de grado N — 1
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4.3 El reescalado 47

para el del GOE. Es decir, que, comparadas con la aproximacion de la ecua-
ci6én (4.39), las correcciones son muy pequenas para energia suficientemente
alta.

Lo tinico importante a tener en cuenta es que nos encontremos en una zona
del espectro donde la energia no sea muy baja, ya que las correcciones podrian
ser importantes. Pero segin veremos més adelante, una vez construido el
espectro del sistema de N particulas eliminaremos un cierto nimero de niveles
del principio de la secuencia, de manera que la energia del espectro analizado
no sera muy baja.

Caso N =3

Para la densidad de estados de tres particulas obtuvimos la siguiente
expresion:
) 1 1 1
9NE) = ¢ p(B) * p(E) * p(E) + ¢ p(E/2) % p(E) + g p(E/3).  (447)

La parte suave es, por tanto:

_ 1 1 1_

9O(E) = § p(E) * p(E) x p(E) + ¢ p(E/2) x p(E) +  P(E/3).  (4.48)
Si consideramos, como en el caso N = 2, una primera aproximacion en la que
la parte suave de ¢©®(E) viene dada sélo por las contribuciones de la parte
suave de p(E) tendriamos (apéndice B)

— E? 1 1
GN(E)=— - 4.49
g(E) ==+ 97F + - (4.49)
La densidad acumulada seria entonces
- L — B E? 1 1
mB)(E) = / drg® (z) = / drx | =+ ¢-E+ - (4.50)
0 0 12 4 9
E3 1 1
= — 4+ ¢-FE*’+—E. 4.51
36 + ¢8 * 9 ( )

Considerando el calculo completo de la ecuacion (4.48) puede verse (apéndi-
ce B) que, salvo el caso del espectro tipo Poisson, que es de nuevo el mas
sencillo, ,

E E 1

Tl 4(1+¢)+6(1+¢). (4.52)
los demas implican la integracion de expresiones tan complicadas que el calcu-
lo exacto no es viable. En el caso del GOE las funciones que se requieren ni
siquiera pueden encontrarse en la literatura en forma explicita y maneja-
ble. Es evidente que al aumentar el nimero de particulas los calculos se van

7(E) -
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complicando cada vez mas. Seria bueno poder realizar algin tipo de simplifi-
cacion que nos permitiera llegar a una expresién aproximada de la densidad
evitando célculos complicados y sin cometer un error muy grande respecto
al cédlculo exacto.

En primer lugar vemos que la densidad puede acotarse superiormente,
segin se detalla en el apéndice B, por un polinomio de grado 2,

— E? 11\ 1 1
G(E) < — 4o ) 4=+ éo .
JO(E) < 4+E<4+¢>4>+6+¢9 (4.53)

Es decir, tenemos hasta ahora que, despreciando la contribucion de la parte
fluctuante, la parte suave de la densidad de 3 particulas es un polinomio de
grado 2 y que, teniendo en cuenta todas las contribuciones, la densidad queda
acotada superiormente por un polinomio de grado 2.

Ademas, un calculo aproximado nos permite obtener la siguiente expre-
sién asintética (apéndice B)

~ o 5 2ﬂ[log(QWE) +&s] + é +O(1/FE), (4.54)
donde &g es una constante distinta para cada colectividad (5 = 1 para GOE,
B = 2 para GUE). Puede verse que el término dominante a energias altas
es un polinomio de grado 2. Refiriéndonos a la densidad acumulada, que
es la que utilizamos para el reescalado, tendriamos un polinomio de grado
3. Asi, todo apunta a que no cometeriamos mucho error si realizamos el
reescalado ajustando la densidad acumulada del sistema de tres particulas a
un polinomio de grado 3:

m®)(E) = a3E® + a; B> + a1 E + aq. (4.55)

De cualquier manera, ademas de estos argumentos tedricos, podemos com-
probar numéricamente la bondad del ajuste a una funcién de este tipo al
realizar el reescalado.

Caso general

La cota encontrada para la parte suave de la densidad en el caso de
3 particulas, (4.53), puede generalizarse para N particulas. Expresando los
productos de densidades de una particula en términos de funciones de corre-
lacion y utilizando que estas estan siempre acotadas por constantes, 0 <
Ri(xq,- -+, xx) < My, Va, se llega a (apéndice B)

1 ZN )N (») }p: (k) B!
- -p
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donde S](\],D) y S;gk) son los nimeros de Stirling de primera y segunda clase
respectivamente (ABRAMOWITZ and STEGUN, 1972). La expresién concreta
es complicada de obtener, pero la idea de que la densidad de N particulas
estd acotada por un polinomio de grado N — 1 se comprende facilmente
teniendo en cuenta la expresién (4.35) para la densidad. En ella se observa
que el maximo numero de productos de convolucién que puede haber en un
término es N —1, por tanto, al acotar los integrandos con constantes el calculo
de N — 1 integrales da como resultado un polinomio de grado N — 1.
Tenemos entonces la seguridad de que la densidad acumulada del sistema
de N particulas no crece mas rapido que un polinomio de grado N. Ademas,
hemos visto que es un polinomio de grado N en primera aproximacién, y
hemos demostrado en varios casos que a energias altas la correccién es mucho
menos importante que el polinomio. Por tanto, esperamos no cometer un gran
error reescalando el espectro del sistema de N particulas mediante un ajuste
de la densidad acumulada del mismo a un polinomio de grado N.
Realizaremos el reescalado de esta manera y comprobaremos en los dis-
tintos casos (distintos nimeros de particulas (N = 2 —6) y distintos tipos de
espectro (GOE, GUE y Poisson)) c6mo de buenos son los ajustes realizados y
si podemos entonces considerar que el reescalado es razonablemente correcto.

4.4. Estudio de las propiedades de las fluc-
tuaciones del espectro del sistema

En esta seccién se exponen los resultados del estudio de las fluctuaciones
de los distintos espectros de sistemas de N particulas en términos de los
estadisticos descritos en las secciones 3.3.1 y 3.5.

En primer lugar, se expone un estudio detallado para el caso de fermiones.
Los bosones se tratan al final en una secciéon mas corta, con el fin de no
repetir de nuevo todo el estudio, ya que los resultados y conclusiones son
exactamente los mismos que para fermiones.

Comenzamos en la siguiente seccion con el estudio de la evolucién con
el nimero de particulas, tomando los espectros a alta energia para tener la
seguridad de que el reescalado es lo mas correcto posible, segiin se ha visto en
la seccion anterior. Y posponemos el analisis de la region de baja energia para
la siguiente, en la que se realiza un estudio de la evolucién con la energia.

4.4.1. Evolucién con el nimero de particulas

De ahora en adelante trabajaremos con 15 espectros: para cada uno de
los 3 espectros de particula independiente generamos 5 espectros de sistemas
de N particulas, con N = 2 —6. La notacién sera la siguiente: E.p.i.(espectro
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50 Sistemas de N particulas sin interaccién

GOE

N 2 3 4 5 6

m 2003 330 153 103 83

M | 1.002.878 1.009.585 1.011.440 1.023.002 1.059.512
GUE

N 2 3 4 5 6

m 2001 328 152 103 84

M | 1.001.347 1.001.139 1.020.148 1.012.444 1.010.883

Poisson

N 2 3 4 5 6

m 1995 312 142 106 90

M | 1.005.805 1.002.614 1.017.184 1.018.528 1.017.054

Tabla 4.1: Numero de particulas, N, ntimero de niveles del espectro de
particula independiente, m, y dimensién del espectro del sistema, M, de
los 15 casos estudiados.

de particula independiente)— N (ntimero de particulas). Asi, por ejemplo, con
GOE-2 nos referiremos al sistema de 2 particulas cuyo espectro de particula
independiente es de tipo GOE.

Para construir cada uno de los espectros del sistema se toma un ntme-
ro m de niveles del espectro de particula independiente tal que el nimero
de niveles del espectro del sistema de N particulas sea aproximadamente
M ~ 1.000.000. De esta manera tenemos un numero suficientemente gran-
de de niveles para que al realizar promedios espectrales la estadistica sea
significativa.

En la tabla 4.1 se muestran los nimeros m de niveles utilizados para
generar cada uno de los 15 espectros y las dimensiones M de los espectros
obtenidos. A continuacién se eliminan los primeros niveles de cada espectro
de manera que todos ellos tengan la misma dimensién, M = 1.000.000.

El siguiente paso, previo al andlisis de las fluctuaciones, es el reescalado
del espectro. Dado que el estudio de los estadisticos se realiza en términos
de promedios espectrales, en primer lugar debemos dividir el espectro en
intervalos. El tamano de dichos intervalos debe ser lo suficientemente grande
como para tener la seguridad de que al reescalar estamos ajustando sélo la
parte suave de la densidad, ya que si es demasiado pequeno puede que el
ajuste incluya parte de las fluctuaciones.

Ademds, es conveniente realizar el reescalado en intervalos méas grandes
que los utilizados para los promedios espectrales, ya que el mal comporta-
miento de los polinomios de ajuste en los bordes de los intervalos puede dar
lugar a efectos espurios en los estadisticos. Asi pues, en primer lugar dividi-
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4.4 Propiedades de las fluctuaciones del espectro del sistema 51

remos el espectro de 1.000.000 de niveles en 10 intervalos de 100.000 niveles
para realizar el reescalado y después dividiremos cada uno de ellos en 10 in-
tervalos de 10.000 niveles. De esta manera tenemos 100 intervalos de 10.000
niveles sobre los que realizar los promedios espectrales y evitamos en gran
medida los efectos de los bordes.

Segun se explicé en la seccion 4.3.2, puede considerarse en primera apro-
ximaciéon que la parte suave de la densidad acumulada del sistema de N
particulas es un polinomio de grado N,

m(N, o, E) = anEN +any 1BV V- a B+ ag, (4.57)

Para comprobar que la aproximacion es buena representamos la densidad
acumulada para cada uno de los 15 espectros estudiados y la ajustamos a
un polinomio de grado IV, obteniendo como resultado muy buenos ajustes en
todos los casos. Como ejemplo, se muestra el caso del espectro GOE-3 en la
figura 4.4. La grafica superior muestra el ajuste de la densidad acumulada,
m® (E), a un polinomio de grado 3, m® (E); la grifica inferior muestra la
densidad de estados, ¢®®(F), con la curva de ajuste que corresponde a la
derivada de la curva de ajuste de la densidad acumulada. En esta tltima se
observa mejor, ya que la variacion con la energia es mas lenta.

Ademas de lo que puede verse en las figuras se realizé la siguiente com-
probacion: se realizaron para cada uno de los 15 casos, ademas del ajuste al
polinomio de grado N, ajustes a polinomios de grado k,

m(k, «, E) = OékEk + C(k_lEk_l + -+ O[lE + «p, (458)

conk=2... N—1,N+1, N+2,..., vse calculbé para cada uno de ellos el
valor de la distancia

Xk @ = 3" (m(E) — m(k, @, B (4.59)

i=1

que es la que se minimiza para obtener el ajuste. Se observé que ésta dis-
minuia al aumentar el grado k del polinomio hasta llegar a k = N, pero se
mantenia constante para los polinomios de grado > N, lo que indica que el
ajuste al polinomio de grado N es mejor que los de grados inferiores pero a
partir de NV en adelante el ajuste no mejora significativamente. La gréafica 4.5
muestra los valores de y(k, o) para los casos GOE-N (N = 2 —6). Ademas,
en el panel superior se muestra como la distancia aumenta proporcionalmen-
tea /M — (N + 1), como se espera por argumentos estadisticos (WALPOLE
et"al., 2001).
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Figura 4.4: Ajustes por polinomios de la densidad de estados, ¢ (E), y la
densidad acumulada, m® (E), del espectro GOE-3.
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Figura 4.5: Minima distancia x(k, ) entre la densidad acumulada y la apro-
ximacién (4.58), como funcién de k, el grado del polinomio, y N. El panel
superior muestra x(k, o) frente a M — (N + 1).

La distribucién de espaciamientos a primeros vecinos

La distribucién de espaciamientos a primeros vecinos P(s) se calculé para
cada uno de los espectros del sistema como el histograma resultante de dis-
tribuir los espaciamientos, s; = ;.1 — €;, en 20 intervalos desde s = 0 hasta
un espaciamiento maximo $,,,,; = 6.

Puede definirse también la distribucion de espaciamientos integrada como

I(s) = /OS P(z)dx. (4.60)

En las figuras que se mostraran a continuacion la distribucién de espacia-
mientos estd normalizada, es decir:

/ " Pls)ds = 1 (4.61)

La curva y el histograma negros corresponden a las distribuciones calculadas
a partir de los espectros. La curva verde es la correspondiente a la estadistica
de Poisson (3.8) y la azul es la curva de Wigner para GOE o GUE (3.9). La
curva roja corresponde a un ajuste a la funcién de Brody (3.11), que interpola
entre la distribucién de Poisson (v = 0) y la de Wigner para el GOE (v = 1).
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Figura 4.6: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del espectro de
particula independiente tipo GOE junto con el ajuste a la funcién de Brody
y las curvas tedricas correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de la
izquierda la distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién
P(s).

Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 4.6 se representa la distribucién de espaciamientos a prime-
ros vecinos para el espectro de particula independiente tipo GOE. En ella
se observa que el ajuste coincide practicamente con la curva tedrica de la
distribuciéon de Wigner para el GOE (ambas curvas estan casi superpues-
tas). El pardmetro de Brody resultado del ajuste es v = 0.961 £+ 0.009,
que esta en buen acuerdo con el valor predicho para la colectividad GOE
(v =0.957 (BRODY et al., 1981)). El valor seria mucho mas exacto si se hu-
biese considerado el promedio de muchos espectros en lugar de uno solo, pero
en este caso el Unico interés estd en ver cualitativamente como es la forma
de la distribucién de espaciamientos del espectro de particula independien-
te para después compararla con las distribuciones de espaciamientos de los
espectros de sistemas de N particulas a que da lugar.

En la figura 4.7 se representan los casos GOE-2 y GOE-3, el resto son
practicamente iguales. En ella puede verse que las fluctuaciones siguen cla-
ramente la estadistica de Poisson (la curva de ajuste coincide précticamente
con la curva tedrica de Poisson, ambas apenas se distinguen). En la tabla
4.2 se muestran ademas los valores del parametro de Brody, v, donde puede
verse que todos son muy proximos a 0.

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 4.8 se representa la distribucion de espaciamientos a primeros
vecinos para el espectro de particula independiente tipo GUE. Observamos
que la curva tedrica para el GUE se ajusta bastante bien a la distribucion.
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Figura 4.7: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos de los espectros
GOE-2 (a) y GOE-3 (b) junto con el ajuste a la funcién de Brody y las curvas
tedricas correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de la izquierda la
distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién P(s).

N v

2 1 0.0000 £ 0.0003
3 1 0.000 + 0.004

4 10.00000 =+ 0.00007
5 | 0.000 + 0.004

6 | 0.0000 =+ 0.0001

Tabla 4.2: Parametro de Brody para la distribucién de espaciamientos de los
espectros de los sistemas GOE-N.
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Figura 4.8: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del espectro de
particula independiente tipo GUE junto con el ajuste a la funcién de Brody
y las curvas teoricas correspondientes a GUE y Poisson. En el panel de la
izquierda la distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién
P(s).

N v

2 10.001 + 0.004

3 10.001 + 0.004

4 | 0.00000 =+ 0.00007
5 10.00000 =+ 0.00006
6 | 0.00000 =+ 0.00005

Tabla 4.3: Pardmetro de Brody para la distribucién de espaciamientos de los
espectros de los sistemas GUE-NV.

En este caso no tiene sentido un ajuste a la funcion de Brody, ya que esta
interpola Unicamente entre los casos Poisson y GOE.

En la figura 4.9 se representan los casos GUE-2 y GUE-3, el resto son
practicamente iguales. En ella puede verse que las fluctuaciones siguen de nue-
vo claramente la estadistica de Poisson. En la tabla 4.3 se muestran ademas
los valores del parametro de Brody, v, donde puede verse que todos son muy
proximos a 0.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 4.10 se representa la distribucién de espaciamientos a pri-
meros vecinos para el espectro de particula independiente tipo Poisson. En
este caso el ajuste a la funcién de Brody coincide con la ley de Poisson. El
pardmetro de Brody obtenido es v = 0.0000 £ 0.0003.

En la figura 4.11 se representan los casos Poisson-2 y Poisson-3, el resto
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Figura 4.9: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos de los espectros
GUE-2 (a) y GUE-3 (b) junto con el ajuste a la funcién de Brody y las curvas
tedricas correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de la izquierda la
distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién P(s).
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Figura 4.10: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente tipo Poisson junto con el ajuste a la funcion de
Brody y las curvas tedricas correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de
la izquierda la distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién
P(s).

N v

2 1 0.00000 =+ 0.00005
3 10.00000 =+ 0.00003
4 | 0.001 + 0.003

5 10.008 + 0.003

6 | 0.00000 + 0.00007

Tabla 4.4: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de los
espectros de los sistemas Poisson-N.

son practicamente iguales. Nuevamente las fluctuaciones siguen la estadistica
de Poisson. En la tabla 4.4 se muestran también los valores del parametro de
Brody, v, donde puede verse que todos son muy préximos a 0.

Por tanto, la conclusién a la que se llega tras el andlisis de este estadistico
es que, independientemente del tipo de correlaciones que presente el espec-
tro de particula independiente, el sistema ya es completamente regular (tipo
Poisson) con tan solo anadir una particula. Es decir, el sistema es efectiva-
mente regular, como esperdbamos por argumentos intuitivos, y ademas, la
transicion es completa ya en el primer paso: al pasar de una particula a dos,
al menos en lo que se refiere a las correlaciones de corto alcance. Veremos a
continuacion lo que ocurre con las correlaciones de largo alcance.
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Figura 4.11: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos de los espec-
tros Poisson-2 (a) y Poisson-3 (b) junto con el ajuste a la funcién de Brody
y las curvas tedricas correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de la
izquierda la distribucién integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién
P(s).
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Figura 4.12: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo GOE, com-
parada con los limites GOE y Poisson.

La rigidez espectral

Este es el estadistico mds comunmente utilizado para estudiar las corre-
laciones de largo alcance.

Segun se explicé en 3.3.1, para calcular (A3(L)) para un valor de L dado se
toman varios intervalos de longitud L en el espectro y se promedia sobre ellos.
El programa utilizado en el calculo permite establecer unos valores minimo
y maximo para el ntimero de intervalos de longitud L a considerar. Estos
dos valores se tomaron como Min = 10 y Max = 1000, de manera que para
valores pequenos de L el niimero de intervalos sera grande e ird decreciendo
a medida que aumenta el valor de L. (A3(L)) se calcul6 para valores entre
L =10y L =1000 con un intervalo de AL = 10.

El célculo de la (A3(L)) para cada espectro del sistema de N particulas
se llevo a cabo en cada uno de los 100 intervalos de 10.000 niveles en que
fue dividido tras el reescalado. Y una vez calculada para cada uno de los 100
intervalos se realiza el promedio, punto a punto, de las 100 funciones (A3(L))
obtenidas.

Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 4.12 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro de
particula independiente tipo GOE, junto con las curvas tedricas para GOE
(3.17) y Poisson (3.16). En ella puede observarse claramente como la (A3(L))
crece mucho mas rdapido en los espectros de tipo Poisson que en los de tipo
GOE, segtn se senalé en la seccion 3.3.1.

En la figura 4.13 se representa la (A3(L)) para los casos GOE-2 y GOE-3.
Todos los casos (N = 2 — 6) son muy similares. Observamos que los puntos
se aproximan bastante a la curva de Poisson y estan muy lejos de la curva
del GOE, que queda muy cerca del eje de abscisas ya que para los valores
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Figura 4.13: (A3(L)) de los espectros GOE-2 (a) y GOE-3 (b), comparada
con los limites GOE y Poisson.

mas altos de L hay una diferencia entre ambas de 2 érdenes de magnitud
aproximadamente. Parece que el acuerdo es mejor para los valores mas bajos
de L y se observan desviaciones para los valores mas altos.

Sin embargo, es importante notar que estas desviaciones, aunque puedan
parecer grandes en algunos casos, no implican necesariamente que el resultado
sea incompatible con la ley de Poisson. En primer lugar, porque la predicciéon
tedrica para la varianza de la A3(L) en el caso de Poisson es bastante grande,
del orden de la propia As(L): Var(As(L)) = ((As(L) — (As(L)))) < L, lo
que implica que las desviaciones respecto a la media pueden crecer rapida-
mente con L. Esto puede observarse claramente en la figura 4.16 correspon-
diente al espectro de particula independiente tipo Poisson, y comparandola
con los casos GOE y GUE (figuras 4.12 y 4.14) en que la varianza es clara-
mente mas pequena.

En segundo lugar, el método utilizado para calcular (A3(L)) como prome-
dio sobre intervalos hace que para los valores mas altos de L la estadistica sea
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Figura 4.14: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo GUE, com-
parada con los limites GUE y Poisson.

més pobre (el nimero de intervalos disminuye con L) y los valores calculados,
por lo tanto, menos fiables.

Por otro lado, existe también la posibilidad de que estas desviaciones sean
un efecto espurio debido al reescalado. Aunque la aproximacion de la parte
suave de la densidad acumulada por polinomios es buena, no deja de ser una
aproximacion y, como vimos en la seccién 3.4, un reescalado incorrecto puede
introducir correlaciones de largo alcance ficticias.

Por supuesto, es también posible que las desviaciones sean reales, es decir,
que los espectros obtenidos no sigan exactamente la ley de Poisson en lo que
a las correlaciones de largo alcance se refiere. En ese caso deberiamos concluir
que la evolucién hacia la estadistica de Poisson no es tan rapida o clara como
acabamos de ver en la anterior seccion referida a las correlaciones de corto
alcance, sino que quedaria en el espectro del sistema algo de la estructura
de correlacion del espectro de particula independiente. Veremos si el resto de
resultados nos pueden ayudar a decidir cual es la explicacién mas factible.

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 4.14 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro de
particula independiente tipo GUE, junto con las curvas teéricas para GUE y
Poisson. Aqui también puede observarse como la curva del GUE crece mucho
mas despacio que la de Poisson. Pero ademas, si la comparamos con la figura
4.12 del espectro GOE podemos ver que el crecimiento en el caso del GUE es
ligeramente inferior al del GOE. Esto también es logico teniendo en cuenta
el significado de este estadistico, que se comentd en la seccién 3.3.1.

En dicha seccién se explico la relacion entre la rigidez espectral y la re-
pulsiéon de niveles, que aparece en los espectros de las matrices aleatorias.
Cuanto mayor es la repulsiéon mayor es la organizacion del espectro y esto
corresponde a valores pequenos de la (A3(L)). Es decir, cuanto mayor es la
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Figura 4.15: (A3(L)) de los espectros GUE-2 (a) y GUE-3 (b), comparada
con los limites GUE y Poisson.

repulsiéon menor serd la (Az(L)). Por ello, observamos que crece mas lenta-
mente en los espectros tipo GUE, que presentan una mayor repulsion, que
en los de tipo GOE.

En la figura 4.15 se representa la (A3(L)) para los casos GUE-2 y GUE-
3. El resto de los casos son muy similares. De nuevo observamos el mismo
comportamiento que en el caso del espectro GOE: los puntos se aproximan
claramente a la curva de Poisson, quedando muy lejos de la curva corres-
pondiente al GUE, pero existen desviaciones para los valores altos de L. Las
posibles explicaciones dadas en el caso del GOE son aplicables también a este
caso.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 4.16 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro
de particula independiente tipo Poisson, junto con las curvas tedricas para
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Figura 4.16: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo Poisson,
comparada con los limites GOE y Poisson.

Poisson y GOE. Lo que observamos en este caso si comparamos esta figura
con las figuras de los otros dos tipos de espectro de particula independiente,
4.12 y 4.14, es que la dispersién de los puntos es mucho mayor. Es decir,
parece que en este caso los puntos se ajustan peor a la curva tedrica. Pero
lo que ocurre es que también hay que tener en cuenta que la varianza de la
A3(L) en el caso de Poisson es del orden de L, mientras que en los casos de
las colectividades gausianas es una constante muy pequena e independiente
de L (MEHTA, 1991). Ademas, en cualquiera de los tres casos es normal que
los puntos no se ajusten perfectamente a la curva ya que el nimero de niveles
del espectro es pequeno y éstos no se han dividido en intervalos para calcular
promedios, como en el caso de los espectros del sistema de N particulas.

En la figura 4.17 se representa la (A3(L)) para los casos Poisson-2 y
Poisson-3. Los demas son muy similares. Los puntos se ajustan de nuevo a
la curva de Poisson, aunque quizas en este caso la desviacién que se produce
a valores altos de L es menos acusada que en los dos casos anteriores. Esto
podria corroborar la explicacién del reescalado. La aproximacién de la densi-
dad acumulada por polinomios es exacta en el caso de Poisson, segin vimos
en la seccién 4.3.2. Por tanto, en este caso tenemos mayor seguridad de que
el reescalado es correcto.

Por otro lado, este resultado es también compatible con la explicacion
de que la desviacién sea un efecto real debido a que algo de la estructura
de correlacién del espectro de particula independiente permanece atn en el
espectro del sistema. Si el espectro de particula independiente es de tipo
Poisson la desviacion debida a este efecto seria nula en este caso.

Asi pues, no podemos descartar por el momento ninguna de las posibles
explicaciones que se han expuesto respecto de las desviaciones observadas.
Podemos entonces concluir, a la vista del andlisis de los resultados obtenidos
con este estadistico, que hay una clara tendencia de la estadistica espectral
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Figura 4.17: (A3(L)) de los espectros Poisson-2 (a) y Poisson-3 (b), compa-
rada con los limites GOE y Poisson.

del sistema de N particulas hacia la estadistica de Poisson, pero no podemos
asegurar que esta sea tan rapida o clara como en el caso de las correlaciones
de corto alcance. Sino que es posible que quede en el espectro del sistema
alguna reminiscencia del espectro de particula independiente visible en las
correlaciones de largo alcance. El estudio del estadistico d,, en las siguientes
secciones y en la parte de la evolucion con la energia arrojaran algo mas de
luz sobre este aspecto.

El estadistico 6,

El ultimo estadistico que utilizaremos para analizar las fluctuaciones de
los espectros del sistema es la 9,,, introducida en la seccion 3.5.

La ¢,, fue calculada en cada uno de los 100 intervalos de 10.000 niveles
del espectro reescalado. A continuacién se calculé el espectro de potencias de
cada una y finalmente se hizo el promedio de los 100 espectros de potencias
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Figura 4.18: Representacion del espectro de potencias de los espectros
GOE-N vy del espectro de particula independiente tipo GOE junto con las
curvas tedricas para GOE (verde) y Poisson (rojo).

obtenidos. El espectro de potencias de la 9,, viene dado por
P (k) = |0k, (4.62)

donde cﬁ es la transformada de Fourier discreta de ¢,,.

Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 4.18 se representa el espectro de potencias de la 9,, del espectro
de particula independiente tipo GOE, junto con la correspondiente curva
tedrica (3.39), y los espectros de potencias del sistema de N particulas (N =
2 —6), junto con la curva tedrica para GOE y Poisson (3.39).

Nuevamente hay acuerdo con la prediccién tedrica de la estadistica de
Poisson. Se observa una pequena desviacién en el caso GOE-2 a bajas fre-
cuencias. Podria tratarse, al igual que en el caso de la (A3(L)), de un proble-
ma de reescalado. En este caso llama la atencién que la desviacion aparezca
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Figura 4.19: Representacién del espectro de potencias de los espectros GUE-
N y del espectro de particula independiente tipo GUE junto con las curvas
tedricas para GUE (verde) y Poisson (rojo).

solo en el espectro GOE-2. Al final de la seccién comentaremos qué conclusio-
nes pueden obtenerse comparando los resultados de los tres tipos de espectro
de particula independiente.

Se puede ver que el ajuste a la curva tedrica es algo peor en el caso
del espectro de particula independiente. Esto es logico teniendo en cuenta
que el espectro de potencias se ha calculado en este caso a partir de un
lnico espectro, mientras que en el caso del sistema de N particulas éste se
ha calculado como un promedio sobre 100 espectros (intervalos en que se
dividié el espectro inicial de 1.000.000 de niveles) y las curvas tedricas, segin
se vio en la seccién 3.5, corresponden a promedios. Por el mismo motivo
esto ocurre también, segin veremos a continuacion, en los casos del GUE y
Poisson.
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Figura 4.20: Representacion del espectro de potencias de los espectros
Poisson-N y del espectro de particula independiente tipo Poisson junto con
la curva tedrica para Poisson (rojo).

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 4.19 se representa el espectro de potencias de la 9,, del espectro
de particula independiente tipo GUE, junto con la correspondiente curva
tedrica (3.39), y los espectros de potencias del sistema de N particulas (N =
2 —6), junto con la curva tedrica para GUE y Poisson (3.39).

El resultado es bastante parecido al caso del GOE: los puntos se ajustan
bastante bien a la curva tedrica de Poisson pero aparece de nuevo la pequena
desviacion en el caso GUE-2.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 4.20 se representa el espectro de potencias de la §,, del es-
pectro de particula independiente tipo Poisson y los espectros de potencias
del sistema de N particulas (N = 2 — 6), junto con la curva teérica para el
caso de Poisson (3.39).

Observamos que la desviacién que ocurria en los dos casos anteriores
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para N = 2 aqui no aparece. De nuevo cabe la explicacion del reescalado,
yva que en el caso de Poisson estamos méas seguros de realizar el reescalado
correctamente, por tanto, hay mas probabilidad de que aparezcan efectos
espurios en los otros dos casos, GOE y GUE.

Pero por otro lado, puede ser que el caso N = 2 sea realmente un caso
especial, es decir, que la desviacién no se deba a errores de reescalado o de
otros tipos, sino que realmente existan motivos por los que este caso no sigue
estrictamente la estadistica de Poisson. Como ya apuntabamos como posible
explicacién para la desviacion en el caso de la As(L), puede ser que este
caso, N = 2, aun refleje de alguna manera la procedencia del espectro del
sistema, es decir, el espectro de particula independiente, que es GOE o GUE
cuando existe la desviacién, mientras que ésta no aparece cuando el espectro
de particula independiente es de tipo Poisson. Podemos pensar entonces que
a medida que aumenta N las propiedades del espectro de particula indepen-
diente se van diluyendo mas, dando lugar a un espectro de niveles cada vez
mas descorrelacionados. Un tratamiento mas detallado de esta cuestiéon se
expone en la seccion siguiente.

4.4.2. Evolucién con la energia

La region de baja energia no fue tenida en cuenta en la anterior seccién.
Como se comento en la introduccion, puede esperarse un comportamiento
distinto en este caso ya que el argumento de Bloch no es valido para los niveles
mas bajos del espectro de varias particulas. No es tan claro que los niveles
del espectro de particula independiente que constituyen dos niveles cercanos
de la region de baja energia del espectro del sistema de varias particulas
provengan de partes muy diferentes del espectro de particula independiente
y, por tanto, no es tan claro que esos dos niveles del espectro del sistema
estén descorrelacionados.

Al contrario, se comprende que debiera observarse un comportamiento
distinto en los niveles mas bajos con el siguiente ejemplo sencillo. Supone-
mos un espectro de particula independiente de tipo GOE y consideramos
el estado fundamental y el primer excitado del espectro del sistema de dos
particulas. En la configuracion del estado fundamental hay una particula en
el primer nivel del espectro de particula independiente y otra en el segundo.
En la configuracién del primer excitado estdan ocupados el primer y tercer ni-
veles del espectro de particula independiente. Entonces el espaciamiento Sy
entre estos dos niveles del espectro del sistema de dos particulas es igual al
segundo espaciamiento s, del espectro de particula independiente. Por tanto,
si calculamos la distribucion de espaciamientos a primeros vecinos prome-
diando Sy sobre distintos espectros de particula independiente obtendriamos
una distribucién de Wigner. Este ejemplo nos da la intuiciéon de lo que va a
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Figura 4.21: Evolucion de la distribucién P(s) con la energia limite ., para
un sistema de dos particulas. La distribucién se compara con la ley tedrica
de Wigner (linea discontinua) y la de Poisson (linea de puntos) para cuatro
valores diferentes, F,.. = 4 (panel superior izquierdo), 10 (panel superior
derecho), 40 (panel inferior izquierdo) y 160 (panel inferior derecho).

ocurrir en la regién de baja energia: si se considera una ventana de energia
muy pequena la estadistica espectral estard mas cerca de GOE que de Pois-
son, y segun se va ampliando la ventana se ira produciendo la transicién
hacia la estadistica de Poisson.

Antes de continuar con el analisis estadistico de un caso concreto, haremos
un breve apunte sobre el procedimiento de reescalado en la region de baja
energia. Como se explico, la forma polinomial de la densidad (4.57) es valida
para alta energia. Por eso, en el calculo que se expone a continuacién se
obtiene la parte suave de la densidad acumulada m(E) a partir del promedio
sobre una colectividad, utilizando 500 espectros de particula independiente.

Analizamos en primer lugar las correlaciones de corto alcance. Para ello
consideramos la evolucién de la distribuciéon de espaciamientos a primeros
vecinos P(s) con la energia maxima FE,,,, para un sistema de dos particulas
que se mueven libremente en un campo medio GOE. En la figura 4.21 se
compara la distribucién P(s) con las leyes tedricas para GOE y Poisson. Los
cuatro paneles corresponden a distintos valores de F,,,.. Puede apreciarse
claramente cémo la P(s) va cambiando suavemente desde la distribucién de
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Wigner hacia la de Poisson segin va creciendo la energia. Mientras que a
energias muy bajas (E.. = 4) la distribucién coincide con la ley de Wigner,
presenta un comportamiento intermedio para FE,,,., = 10 y sélo cerca de
Eae = 40 es préacticamente indistinguible de la distribucién de Poisson.
Atn pueden observarse pequenas desviaciones en este caso, que desaparecen
cuando la energia limite llega hasta FE,,,, = 160. En este punto podemos
ya afirmar que, en lo que se refiere a las correlaciones de corto alcance, el
argumento de Bloch falla a baja energia y los sistemas de varias particulas
no presentan un espectro de niveles descorrelacionados en cualquier regién
de energias sino s6lo a energias altas.

Pasamos ahora al estudio de las correlaciones de largo alcance, centrando
nuestro interés en la pequena desviacion que observabamos en el espectro de
potencias de la §,,. Velamos que las curvas estaban en perfecto acuerdo con la
ley tedrica de Poisson excepto en los sistemas de dos particulas evolucionando
en un campo medio cadtico (GOE o GUE), caso en el que aprecidbamos una
desviacion a bajas frecuencias. Vamos a estudiar este punto, k., donde la
curva del espectro de potencias se separa de la prediccién de Poisson, como
funcion de la escala de energia. Lo estudiaremos también en otros casos,
ademas de en el sistema de dos particulas, para ver si aparece también alguna
desviacion a las distintas escalas de energia.

De nuevo tomamos un espectro de particula independiente tipo GOE, y
consideramos los casos de N = 2,3 y 4 particulas. En los paneles de la figura
4.22 se representa el espectro de potencias de la d,, para estos tres casos en tres
intervalos distintos de energia [E — E/10, E — E/10], con E = 1000, 8000 y
64000. En cada panel las tres curvas deberian estar superpuestas pero se han
desplazado verticalmente unas respecto de otras para que puedan distinguirse
mejor. En el eje de abscisas se ha representado L, la ventana de energia, que es
una magnitud més intuitiva en el estudio de las correlaciones de largo alcance
que la frecuencia k y se relaciona con ella mediante L = M/k. Observando
cada curva por separado, sobre todo en el primer caso (F = 1000), quizd no
dariamos importancia a la pequena desviacién que existe a bajas frecuencias,
o L grandes. Sin embargo, observandolas juntas en una misma grafica y
su evolucién con la escala de energia en los distintos paneles, queda claro
que existe una tendencia a separarse de la ley tedrica en esa regién de baja
frecuencia.

En esta figura debemos observar varios aspectos importantes de los que
podemos extraer conclusiones sobre la discusién respecto al origen de las
desviaciones observadas. En primer lugar, la desviacién con respecto a la
curva de Poisson aparece siempre, a cualquier escala de energia. En segundo
lugar, esta longitud critica L. depende del ntimero de particulas. Por ejemplo,
en el panel superior la desviacion comienza mucho antes en el caso de 2
particulas mientras que es practicamente inapreciable en el de 4 particulas.
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Figura 4.22: Comportamiento del espectro de potencias < P{ > para
N = 2,3 y 4 fermiones a diferentes energias, comparado con la prediccion
tedrica para sistemas integrables. En cada panel tanto los valores de < P >
como la curva tedrica han sido desplazados convenientemente para evitar su
solapamiento.
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Figura 4.23: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del sistema
de 2 bosones con espectro de particula independiente tipo GOE, comparada
con la prediccién tedrica para Poisson (linea discontinua) y para GOE (linea
de puntos).

Es decir, L. aumenta con el nimero de particulas. Y por ultimo, L. depende
también de la escala de energia. Comparando los tres paneles se comprueba
que L, es mayor cuanto més alta es la energia.

Todos estos resultados apuntan a la explicacion de la influencia del espec-
tro de particula independiente en detrimento de la explicacion del problema
de reescalado. El hecho de que la desviaciéon se produzca a cualquier escala de
energia indica que en este caso no se trata de un signo de un comportamien-
to intermedio, como acabamos de ver en la distribuciéon de espaciamientos
a primeros vecinos, que indique que la transiciéon hacia Poisson no es com-
pleta aun. Si fuese asi, ademas, la desviacion deberia ir desapareciendo al
aumentar el nimero de particulas. Y si se tratase de un problema de rees-
calado también el ajuste deberia mejorar al aumentar la energia, en cambio
encontramos siempre un valor de L. a partir del cual se observa la desviacion,
que depende de la escala de energia pero no desaparece. Podemos entonces
concluir que se trata mas bien de una reminiscencia de las fluctuaciones tipo
GOE del espectro de particula independiente.

4.4.3. Resultados para bosones

El analisis de la seccién anterior se repitié para sistemas de N bosones
sin interaccion. La diferencia en los calculos es que, debido a que el principio
de exclusién de Pauli no se aplica, la secuencia I= {iy, i, ...,ix} puede con-
tener indices iguales, es decir, las ocupaciones de los niveles del espectro de
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Figura 4.24: Espectro de potencias de la 9,, del sistema de dos bosones con
espectro de particula independiente tipo GOE (circulos), comparado con la
ley tedrica de Poisson (linea continua) y la de GOE (linea discontinua).

particula independiente pueden ser mayores que 1. Sin embargo, no espera-
mos grandes diferencias con los resultados para fermiones en estos sistemas
con numeros pequenos de bosones en un espectro de infinitos niveles.

Los célculos se realizaron de la misma manera, se generaron espectros de
alrededor de 1.000.000 de niveles, se reescalaron utilizando la forma (4.57)
para la densidad acumulada y se calcularon los diferentes estadisticos en cada
caso.

En las figuras siguientes se muestran todos los resultados para el caso
de 2 bosones en un campo medio GOE. Como puede observarse, son com-
pletamente similares a las correspondientes a fermiones. Y lo mismo ocurre
con el resto de los casos, N = 3 — 6. Asi, todos los resultados y conclusio-
nes obtenidos para bosones son los mismos que los que se obtuvieron para
fermiones.

En la figura 4.23 se representa la distribucién de espaciamientos a pri-
meros vecinos P(s) en este sistema de 2 bosones y, como puede verse, sigue
perfectamente la curva tedrica de Poisson, al igual que los sistemas de fer-
miones estudiados.

Las correlaciones de largo alcance quedan reflejadas en la figura 4.24,
donde se muestra el espectro de potencias de la §,, y se observa la misma
tendencia que en el caso de 2 fermiones. La curva coincide con la predicciéon
tedrica de Poisson pero se desvia en la region de las frecuencias bajas.

Asi, en cuanto a la evolucion con el nimero N de particulas la conclusién
es de nuevo que la transicién hacia la estadistica de Poisson es muy rapida:
con sélo anadir una particula ya esta completada, al menos considerando la
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Figura 4.25: Evolucion de la distribucién P(s) con la energia limite E,,, para
un sistema de dos bosones. La distribucion se compara con la ley tedrica de
Wigner (linea discontinua) y la de Poisson (linea de puntos) para cuatro
valores diferentes, F,,.. = 4 (panel superior izquierdo), 10 (panel superior
derecho), 40 (panel inferior izquierdo) y 160 (panel inferior derecho).

region de energia alta. Por otro lado, queda siempre una pequena desviacion
de la prediccion tedrica de Poisson, que interpretamos como una reminiscen-
cia del espectro de particula independiente cuando este es de tipo cadtico,
visible en las correlaciones de largo alcance.

En cuanto a la evolucién con la energia estudiamos, por un lado, las
correlaciones de corto alcance. En la figura 4.25 puede observarse la evolu-
cién de la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos para el sistema
de 2 bosones para los mismos casos que en la figura correspondiente para
fermiones 4.21. Como puede verse, ambas son muy similares. Por tanto, am-
bos casos corroboran que existe esa evolucién suave hacia Poisson con la
energia y que puede decirse que los sistemas de particulas sin interaccion
poseen una estadistica espectral que sigue la predicciéon de Poisson sélo a
energia suficientemente alta. Por otro lado, como se vio en la figura 4.24,
en las correlaciones de largo alcance se comprueba también que los sistemas
de particulas sin interaccion son regulares, siguen la estadistica de Poisson,
excepto por la pequena desviacién a bajas frecuencias. En la figura 4.26 se
estudia la evolucidon con la energia de esta longitud critica L. a la que se
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Figura 4.26: Comportamiento del espectro de potencias < P? > para N = 2
fermiones a diferentes energias, comparado con la prediccién tedrica para
sistemas integrables. Tanto los valores de < P{ > como la curva teérica han
sido desplazados convenientemente para evitar su solapamiento.

produce la desviacion. Se representa el caso de N = 2 particulas a distintas
energias. Las curvas se han desplazado verticalmente para que puedan distin-
guirse mejor. A la vista de la figura de nuevo concluimos que para un nimero
de particulas dado, L. aumenta con la energia. También se ha observado que
para una energia dada, L. aumenta con el niimero de particulas.

4.4.4. Calculo analitico

El analisis de los resultados obtenidos en las secciones anteriores nos ha
llevado, entre otras, a una importante conclusion: a energias suficientemen-
te altas los espectros de los sistemas de particulas idénticas sin interaccion
siguen la estadistica de Poisson. Esto es asi ya con sélo 2 particulas e inde-
pendientemente del tipo de espectro de particula independiente a partir del
cual se hayan construido.

En esta seccién intentamos apoyar este resultado con una demostraciéon
analitica. Abordamos el calculo de la funcién de agrupamiento a dos puntos
del sistema de N particulas, YQ(N)(El7 E,). Este calculo se hace muy largo y
complicado debido a que es necesario el manejo de las funciones de correla-
cién a 2N puntos. Es por ello por lo que nos restringiremos al sistema de 2
particulas. En este caso la funcion de agrupamiento a dos puntos viene dada
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por

_ gPO(E)g D (E) | O(En — Ep)

Y (B, By) =1 — 2222 L
gD (E)g@(Ey) g (Ey)

(4.63)

donde ¢ (E) es la densidad de estados de dos particulas.

Suponemos que E7, Fy > 1, es decir, que realizamos el calculo a energias
altas para ver si la funcién de agrupamiento es la correspondiente al caso de
la estadistica de Poisson, YQ(Q) (Ey, Ey) = 0, como se ha visto en los resultados
del cdlculo numérico. En esta hipétesis la densidad media de estados puede
aproximarse por ¢ (E) = E/2.

Ademas, suponemos que E; # FEj pero son cercanas, es decir, 0 < |E; —
Ey| < E; + Es, ya que en caso contrario los niveles de energia estaran
descorrelacionados si estan suficientemente alejados.

Con estas hipotesis puede realizarse un calculo a partir de la expresién
(4.63), que se detalla en el apéndice C y cuyo resultado es el siguiente:

Yo (B, By) ~ 0, 0 < |By — Ey| < By + By, (4.64)

es decir, que los sistemas de 2 particulas sin interacciéon se comportan como
regulares siempre que la energia sea suficientemente alta.

77






Capitulo 5

Conclusiones de la Parte 1

En esta Parte I hemos estudiado los sistemas de N particulas idénticas
sin interaccién en el contexto del caos cuantico. Es decir, hemos utilizado
las herramientas que han sido desarrolladas en este campo para analizar la
estadistica de las fluctuaciones de los espectros cuanticos de energia de estos
sistemas.

Los trabajos de Berry (BERRY and TABOR, 1977) y Bohigas (BOHIGAS
et "al., 1984) establecieron que hay dos tipos de espectros cudnticos que pue-
den distinguirse en base al tipo de fluctuaciones que presentan: los espectros
de sistemas cudnticos cuyo analogo clasico es integrable presentan fluctua-
ciones que siguen la estadistica de Poisson y aquellos cuyo analogo clasico es
ergddico presentan fluctuaciones cuya estadistica es descrita por la teoria de
matrices aleatorias. Es decir, que las fluctuaciones espectrales son universales
(en un cierto rango), dependiendo sélo de si el andlogo clasico del sistema es
integrable o ergddico.

Hemos elegido diversos tipos de espectro de particula independiente y
hemos construido a partir de ellos espectros de sistemas de varias particu-
las. Para realizar el andlisis de las fluctuaciones espectrales de los mismos
se han utilizados tres estadisticos. Dos de ellos han sido desarrollados en el
contexto de la teoria de matrices aleatorias: la distribucién de espaciamien-
tos a primeros vecinos (P(s)) y la rigidez espectral (Az(L)), y son los més
utilizados a la hora de medir las correlaciones de corto y de largo alcance,
respectivamente. El tercero ha sido desarrollado gracias a un nuevo enfoque
recientemente propuesto a la hora de abordar el problema del caos cuantico
basado en los métodos tradicionales del andlisis de series temporales (RE-
LANO et "al., 2002): la 6, que mide las fluctuaciones de los niveles de energia
respecto de su valor medio.

Aunque no ha habido estudios sisteméaticos de cdlculo numérico ni demos-
traciones rigurosas, normalmente se asume que estos sistemas se comportan
en general como regulares, sin especificar rangos de energia u orden de ntiime-
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ro de particulas. Un primer argumento que aparece en la literatura cientifica
en apoyo de este hecho se debe a Bloch, quien sostiene que dos niveles con-
secutivos de energia del sistema de varias particulas son sumas de energias
de muy diferentes regiones del espectro de particula independiente y estaréan,
por tanto, descorrelacionados, dando lugar asi a un espectro del tipo de los
regulares, es decir, cuyas fluctuaciones siguen la estadistica de Poisson. Es
un argumento intuitivamente claro para nimeros grandes de particulas y a
altas energias, pero no es tan obvio por ejemplo en la regién de baja energia.

Se ha realizado un primer estudio eliminando la regiéon de baja energia,
puesto que esperabamos encontrar en ella un comportamiento distinto, y
ademas, el reescalado que encontramos adecuado para estos sistemas es en
principio valido para energia alta. Como primer resultado de este andlisis
encontramos que los sistemas de particulas sin interaccién se comportan en
cuanto a las fluctuaciones espectrales como sistemas regulares, independien-
temente del niimero de particulas. Es decir, hay una transicién abrupta con
el nimero de particulas hacia el sistema regular: independientemente del ti-
po de espectro de particula independiente, el sistema con sélo dos particulas
ya se comporta como regular. Sélo en las correlaciones de largo alcance se
observa una pequenia discrepancia a escalas grandes de energia (o frecuen-
cias bajas si nos referimos al estadistico d,,), que, aunque en principio podria
tratarse de un problema de reescalado, interpretamos como una reminiscen-
cia que queda del espectro de particula independiente, ya que esta pequena
desviacién del comportamiento regular se produce sélo en los casos en que el
espectro de particula independiente es de tipo cadtico.

Por otro lado se realizé un estudio de la evolucién de las fluctuaciones
espectrales con la energia. En la region de baja energia, como se esperaba,
el comportamiento de los sistemas de particulas sin interaccién sélo es de
tipo regular en el caso de que partamos de un espectro de particula inde-
pendiente regular, de tipo Poisson. En otro caso, se observa, como muestra
la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos, que hay una evoluciéon
de la estadistica espectral desde la correspondiente al espectro de particula
independiente a la estadistica de Poisson. En los casos estudiados la distri-
bucién de espaciamientos a primeros vecinos pasa de la ley de Wigner a muy
baja energia a la de Poisson. En lo que se refiere a las correlaciones de largo
alcance un estudio a distintas escalas de energia del estadistico d,, muestra
que existe siempre una longitud critica de la ventana de energia L. a partir
de la cual se produce una desviacion de la prediccién de Poisson. Ademas,
para una energia dada, L. aumenta con el niimero de particulas y para un
nimero de particulas fijado, L. aumenta con la energia.

Por 1ltimo senalar que todo el estudio se ha realizado para sistemas de
particulas idénticas sin interaccion en general, es decir, tanto para fermiones
como para bosones, y que las conclusiones obtenidas han sido las mismas en
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ambos casos, al menos para estos sistemas en los que el niimero de niveles
de particula independiente es mucho mayor que el nimero de particulas.

Ademas del estudio numérico se ha llevado a cabo también una demos-
tracién analitica en el caso del sistema de dos particulas. Se ha calculado la
funcion de agrupamiento a dos puntos en el limite de alta energia y se ha ob-
tenido que tiende a cero, es decir, que se corresponde con la predicciéon para
sistemas regulares. En el sistema de dos particulas este calculo ya es bastante
complicado pero se complica mucho mas al aumentar el nimero de particu-
las. Aunque no se tiene la demostracion para el sistema de N particulas en
general, el caso N = 2 tiene especial importancia ya que es intuitivamente
claro que estos sistemas se han de comportar como regulares para nimeros
grandes de particulas pero no para nimeros pequenos. Ademas, es en N = 2
donde se ha visto que ya se ha producido la transicién.
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Parte 11

Sistemas en interaccion
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Capitulo 6

Introduccion

Los sistemas de muchas particulas pueden ser correctamente descritos por
hamiltonianos del tipo
H=H(1)+ H(2), (6.1)

donde H (1) es un término sin interaccion, es decir, que afecta a cada particu-
la individualmente, y H(2) representa una interacciéon a dos cuerpos. Usual-
mente H(1) es un campo medio obtenido a partir de un calculo de tipo
Hartree-Fock y H(2) es la interaccién residual a dos cuerpos.

En la Parte I el estudio se centré en el hamiltoniano sin interaccién, H(1).
En esta Parte introducimos la interaccion a dos cuerpos y llevaremos a cabo
un estudio que, aunque ubicado también en el contexto de la Teoria de Ma-
trices Aleatorias, utiliza un enfoque distinto al habitual. Se trata de analizar
las matrices en una representacion tridiagonal, lo que en si ya supone una
simplificacién, ademéds de permitir el manejo de dimensiones mayores y, lo
que seria el objetivo principal de esta Parte, la construccién de modelos sen-
cillos para la descripcion de las fluctuaciones espectrales de sistemas regidos
por el hamiltoniano (6.1).

El modelo que mejor describe el hamiltoniano (6.1) en Teoria de Matrices
Aleatorias lo constituyen las llamadas colectividades embebidas. Por tanto,
utilizaremos este tipo de colectividades y trataremos de construir el modelo
sencillo a partir de su forma tridiagonal. Concretamente, utilizaremos un
hamiltoniano de la forma

H=H(1)+ AH(2), (6.2)

habitual en el estudio de sistemas de particulas en interaccién, donde H (1)
representa la parte sin interaccién, H(2) representa la interaccién a dos cuer-
pos y A es un parametro de control que varia entre 0 y 1 de manera que
la interaccion se introduce en el sistema de forma gradual. Construiremos
colectividades embebidas de matrices que representen el hamiltoniano (6.2)
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y, analizando su forma tridiagonal, trataremos de caracterizarla lo mejor po-
sible y encontrar cudles son los elementos necesarios para la construccién
de un modelo de colectividades tridiagonales capaz de describir la transicion
dada por el pardmetro A.

En el capitulo 7 se presenta una introduccion histérica de las colectivida-
des embebidas, se resume el estado actual de conocimiento de las mismas en
comparacion con las colectividades clasicas en Teoria de Matrices Aleatorias
y se presentan las definiciones y expresiones necesarias para su construccion,
que se utilizaran en los calculos que se realizan en el trabajo. En el capitulo
8 se exponen los resultados sobre matrices tridiagonales obtenidos hasta el
momento en el contexto del Caos Cuantico y se describe el método de tridia-
gonalizacion utilizado. Y en el capitulo 9 se describen los calculos realizados
y los resultados obtenidos.
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Capitulo 7

Colectividades embebidas

7.1. Introduccidon histdrica

La Teoria de Matrices Aleatorias (TMA) ha tenido enorme éxito en la
descripcién de las fluctuaciones espectrales de los sistemas cuanticos. Origi-
nalmente introducida por Wigner en los anos 50 (WIGNER, 1955a,b) y desa-
rrollada por Wigner, Dyson, Mehta y otros (MEHTA, 1960; DYSON, 1962a,b,c;
DysoN and MEHTA, 1963; MEHTA and DYSON, 1963) en los anos 60 y 70
para describir los espectros de nicleos complejos, se perfiléo a partir de la
conjetura de Bohigas en 1984 (BOHIGAS et “al., 1984) como una teorfa muy
general, aplicable al estudio de la estadistica espectral de una amplia varie-
dad de sistemas cuanticos. Las investigaciones sobre distintos tipos de billares
cuéanticos, kicked rotor, kicked top, oscilador cuartico, potenciales polindémi-
cos en dos dimensiones, experimentos con atomos de hidrégeno en campos
magnéticos fuertes, microondas en cavidades metélicas (billares de microon-
das superconductores) y resonancias acusticas en bloques de aluminio, entre
otras (STOCKMANN and STEIN, 1990; SINAI and BUNIMOVICH, 1980; MAR-
KUS et "al., 1992; ELLEGAARD et "al., 1995; FRIEDRICH and WINTGEN, 1989;
FISHMAN et "al., 1989), llevadas a cabo en la era post Bohigas (a partir de
1984) han hecho de la TMA uno de los temas centrales en Caos Cuantico.

Sin embargo, ya en los anos 70 con las primeras aplicaciones de la TMA
a los espectros nucleares se encontraron ciertas objeciones. En una matriz
TMA todo estado del espacio de Hilbert esta conectado con cualquier otro
estado por un elemento de matriz no nulo que es una variable aleatoria in-
dependiente; con estados de N particulas esto quiere decir que todas ellas
interaccionan simultaneamente, es decir, implica interacciones a N cuerpos.
En cambio, tras el éxito del modelo de capas para la descripcion del nticleo
atémico era ya conocido que su dindmica estaba gobernada, o al menos podia
ser satisfactoriamente descrita, por interacciones a uno y dos cuerpos (campo
medio e interaccién residual a dos cuerpos).
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En particular, la primera diferencia notable entre los modelos con inter-
acciones a dos cuerpos, como el modelo de capas, y la prediccién de la TMA
que se analizo fue la densidad de estados. La diagonalizacién de una matriz
TMA, en particular de una matriz GOE, que es la colectividad que por su
simetria corresponde al nicleo atémico, da como resultado una secuencia de
autovalores cuya distribucion es la conocida como ley del semicirculo de Wig-
ner, mientras que la distribuciéon de autovalores de una matriz del modelo
de capas es esencialmente una gausiana, excepto quiza en los bordes !. Esto
llevé a French y Wong y a Bohigas y Flores en una serie de trabajos pio-
neros (FRENCH and WONG, 1970, 1971; BoHIGAS and FLORES, 1971a,b) a
utilizar un nuevo tipo de matrices aleatorias que tenian en cuenta las corre-
laciones entre los elementos de matriz introducidas por la interaccién a dos
cuerpos y el principio de exclusién de Pauli. Esta nueva colectividad es defi-
nida con rigor en (BOHIGAS and FLORES, 1971b) y denominada por primera
vez y a partir de entonces TBRE (two-body random ensemble, colectividad
aleatoria a dos cuerpos). Dado que se trata de matrices cuyos elementos son
variables aleatorias, estarian englobadas también en la TMA. Por tanto, a
partir de ahora haremos una distincion entre las colectividades clasicas, que
denotaremos con TMAC, y la TMA en general, que comprende las colectivi-
dades clasicas y las demads colectividades de matrices aleatorias que iremos
introduciendo.

En su origen el TBRE, introducido para el estudio de espectros nucleares,
se definié de la siguiente manera (BOHIGAS and FLORES, 1971b): conside-
rando un sistema de N fermiones idénticos distribuidos en un espectro de
niveles de particula independiente degenerados, se toman los elementos de
matriz a dos cuerpos como variables aleatorias independientes y se construye
la matriz correspondiente al sistema de N particulas con un momento an-
gular total dado J mediante técnicas estandar de modelo de capas. De los
primeros calculos con la colectividad TBRE se concluyé que la densidad era
gausiana y las fluctuaciones espectrales eran las mismas que las predichas
por la TMAC. Por tanto, la colectividad TBRE era mas apropiada para la
descripcion de los nucleos que la colectividad GOE. En realidad, para ser
exactos, al principio, se encontraron algunas diferencias entre la estadisti-
ca espectral del TBRE y la de la TMAC (BoHIiGAs and FLORES, 1971b),
que arrojaron dudas sobre la validez del modelo TBRE y motivaron estudios

!Resultados recientes prueban que una forma binomial continua es capaz de reproducir
muy bien densidades experimentales de niicleos (ZUKER, 2001; ZUKER et “al., 2001). En
los anos 70 la gausiana era la mejor forma disponible para describir la densidad nuclear.
Notese que tanto la gausiana como la binomial son funciones que crecen hasta un cierto
valor maximo para luego volver a decrecer; por tanto, al decir que describen correctamente
la densidad nuclear nos referimos a la zona de baja energia, ya que las densidades reales
son funciones siempre crecientes.
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TMAC wvs. TBRE que proponian la vuelta a las colectividades clasicas como
un modelo mejor, dejando de nuevo abierta la cuestién de si era més correcta
la descripcion de los sistemas de muchas particulas con interacciones de ran-
go mayor que dos. Mas tarde se descubrié que fue el caracter no ergddico del
TBRE lo que motivé un analisis incorrecto de sus fluctuaciones, que llevé a la
conclusion errénea de que éstas eran distintas a las predichas por la TMAC
(BOHIGAS et "al., 1974). La no ergodicidad implica que la densidad media
(parte suave de la densidad) sobre la que se superponen las fluctuaciones
no es la misma para todos los miembros de la colectividad y, por tanto, no
puede utilizarse la densidad promedio para realizar el reescalado de todos los
espectros.

Ya en (FRENCH and WONG, 1970) French y Wong mencionan que la for-
ma de la densidad de cada miembro de la colectividad GOE es esencialmente
la misma mientras que las fluctuaciones en la densidad de un miembro a otro
de la colectividad TBRE son considerablemente mayores. Por otro lado, en
(BoniGas and FLORES, 1971b) Bohigas y Flores estudian las distribucio-
nes individuales de cada autovalor en GOE y en TBRE y encuentran que
las distribuciones para TBRE solapan unas con otras mucho méds que para
GOE, ya que las desviaciones estdandar de cada una son mucho menores en
este ultimo caso. En ese sentido el espectro GOE es, segin Bohigas y Flores,
mucho mas “rigido”. En un estudio mas reciente Flores et al. ponen de mani-
fiesto que la no ergodicidad del TBRE es basicamente debida a la dispersién
en el primer y segundo momentos de la densidad de estados, es decir, en el
centro y anchura del espectro; los momentos de orden superior no tendrian
apenas influencia (FLORES et “al., 2001). Muestran que una vez normalizados
los dos primeros momentos ya puede realizarse un anélisis de fluctuaciones
correcto, utilizando la nueva densidad media para realizar el reescalado. O
bien, otra posibilidad es realizar un reescalado individual de cada miembro
de la colectividad. De cualquier manera, una vez conocido y tenido en cuenta
el problema, se concluye que las fluctuaciones del TBRE son exactamente
iguales a las predichas por la TMAC.

El problema de la ergodicidad esté relacionado con la dimension del es-
pacio utilizado. La no ergodicidad de las colectividades embebidas se obser-
va en los cédlculos numéricos que se realizan, para los que se deben utilizar
dimensiones que sean manejables. Sin embargo, French y Wong demostra-
ron analiticamente ergodicidad en la densidad para dimension infinita en
EGOE(k), un tipo de colectividades, generalizacién del TBRE, que se defi-
nen con rigor mas abajo (MON and FRENCH, 1975). Benet y Weidenmiiller
sentalan que la dispersion en el primer y segundo momentos son cantidades
que tienden a cero en el limite de dimensién infinita; lo que ocurre es que
este decaimiento es muy lento (con potencias inversas del logaritmo) y con
las dimensiones que normalmente se utilizan no se puede llegar a apreciar
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(BENET and WEIDENMULLER, 2003).

La generalizacién natural de la colectividad TBRE son las llamadas colec-
tividades embebidas, EE(k) (embedded ensembles), que representan interac-
ciones a k cuerpos en general. Es decir, se tiene una matriz TMAC en el
espacio de k particulas y se construye la matriz correspondiente al sistema
de N particulas a partir de los elementos de matriz a k cuerpos indepen-
dientes. Ademads, en su forma mas sencilla se consideran las particulas sin
espin, aunque se trate de fermiones. Por supuesto, el espin y otros aspectos
que pueden ser importantes en determinados casos pueden tenerse en cuenta
utilizando versiones adaptadas de las colectividades embebidas. Indicaremos
algunas de ellas més adelante.

Asi como la colectividad GOE es la mas popular entre las colectividades
clasicas de matrices aleatorias, ya que es la que describe un mayor nimero de
sistemas fisicos conocidos, la llamada colectividad EGOE(k) es por el mismo
motivo la mas popular de las colectividades embebidas, es decir, se trata de
la colectividad EE(k) en que la matriz TMAC en el espacio de k particulas
es un GOE. De hecho, el EGOE(k) fue la primera colectividad embebida
definida rigurosamente y denominada como tal (MON and FRENCH, 1975).

Por otro lado es obvio que los casos fisicamente mas interesantes son
k =11y 2, es decir, interacciones a 1 y 2 cuerpos, que son las que gobier-
nan los sistemas fisicos conocidos de muchos cuerpos. De hecho, aunque las
colectividades embebidas nacieron en el contexto de la Fisica Nuclear, otros
muchos sistemas se han estudiado cuyas fluctuaciones espectrales son correc-
tamente descritas por la TMA, y todos estos sistemas de muchos cuerpos
(dtomos, ‘clusters’ atémicos, moléculas, puntos cudnticos, etc. (FLAMBAUM
et "al., 1994; ZIMMERMANN et “al., 1988; JALABERT et "al., 1992)) comparten
con los nicleos atomicos la propiedad de ser gobernados por interacciones a 1
y 2 cuerpos. Por tanto, las colectividades embebidas deben ser consideradas
como modelos estocdasticos generales para sistemas de muchos cuerpos.

Las colectividades embebidas con interacciones a 1 y 2 cuerpos se denotan
como EE(142). En particular, cuando los elementos de matriz de la inter-
accién a dos cuerpos constituyen un GOE tenemos el llamado EGOE(1+42),
que, segin se ha razonado hasta ahora, es el caso fisicamente mas interesante
y sera la colectividad en la que se centre este trabajo. Sin embargo, el estu-
dio de la colectividad EGOE(k) con interacciones a k cuerpos en general es
también muy importante. Su interés reside esencialmente en el hecho de que
la evolucion de un sistema de N particulas con interaccion a k cuerpos desde
k = 2 hasta k£ = N nos lleva del sistema realista con interacciones a dos cuer-
pos EGOE(2) a la matriz GOE, con interacciones a N cuerpos. En el primer
caso, no deja de ser un hecho llamativo que una colectividad de matrices
cuyos elementos son niimeros aleatorios, aunque dichas matrices incluyan las
correlaciones inducidas por la interaccion a dos cuerpos y el principio de ex-
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clusién de Pauli, pueda describir correctamente las propiedades del espectro
de sistemas fisicos. Pero en el segundo, ya es algo realmente sorprendente,
vy de hecho inexplicable hasta el dia de hoy, que sea capaz de describir per-
fectamente las fluctuaciones espectrales de esos mismos sistemas fisicos una
colectividad de matrices, como es el GOE, que no posee las correlaciones
apropiadas que den cuenta de la interaccion fisica real sino que representa
algo tan radicalmente distinto como interacciones a muchos cuerpos.

Por tanto, el andlisis de la evolucién con k de la colectividad EGOE(k)
puede aportar informacién interesante y se ha estudiado desde los comien-
zos del TBRE. Una vez estudiada la colectividad de matrices aleatorias con
interacciones a dos cuerpos y comprobado que la densidad de estados ob-
tenida a partir de ella era una gausiana, French y Wong analizaron en un
sistema de N = 7 particulas cémo es la transicion entre la densidad gausiana
(interacciones a k = 2 cuerpos) y la densidad semicircular (interacciones a
k = N cuerpos) construyendo las correspondientes colectividades, y compro-
baron que las fluctuaciones espectrales siguen en todas ellas la prediccion de
la TMAC (FRENCH and WONG, 1971).

Muchos otros estudios se han realizado desde los anos 70 sobre las colecti-
vidades embebidas. Como ya hemos senalado, son un modelo general para la
descripcion de sistemas finitos de muchas particulas en interaccion. Ademas,
se han definido otros tipos de colectividades adaptadas a determinadas ca-
racteristicas de sistemas concretos. Por ejemplo, las colectividades embebi-
das particionadas (EE-p) cuyas matrices tienen una estructura en bloques
apropiada en situaciones donde la mezcla entre configuraciones alejadas es
débil. O las colectividades embebidas con simetrias adicionales (EE-sym),
adecuadas para hamiltonianos en que es importante tener en cuenta ciertas
simetrias, como el espin o el isoespin en los nicleos.

Las colectividades embebidas presentan la ventaja, frente a la TMAC, de
que permiten tener en cuenta parametros como el nimero de particulas del
sistema, el nimero de niveles del espectro de particula independiente consi-
derados o el rango de la interaccién. Esta ventaja es a la vez, desde el punto
de vista del calculo analitico, el gran inconveniente de las colectividades em-
bebidas. Precisamente las correlaciones introducidas entre los elementos de
matriz debido a la estructura de la interaccién y el principio de exclusion
de Pauli hacen que estas colectividades sean dificiles de tratar analiticamen-
te. Por ejemplo, las colectividades clasicas son invariantes bajo ciertos tipos
de transformaciones (ortogonales-GOE, unitarias-GUE, simplécticas-GSE) y
esta invariancia es de gran utilidad en el calculo de sus propiedades espectra-
les. Las colectividades embebidas, en la base privilegiada a la que usualmente
estdan asociadas (base de campo medio), presentan esta invariancia en el caso
k = N, que se corresponde con las colectividades clasicas, pero en los ca-
sos interesantes cuando N > k la invariancia se pierde y la determinacion
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analitica de las propiedades espectrales es mucho mas dificil.

Ademas, la mayoria de calculos analiticos se realizan en el limite diluido
(el nimero de particulas N y el niimero de niveles de particula independiente
m tienden a infinito mientras que el cociente N/m tiende a cero), que su-
pone una simplificacion respecto al caso general de valores cualesquiera. El
primer céalculo analitico, debido a Mon y French, se realizé en este limite y
considerando particulas sin espin, lo que elimina enormes complicaciones en
los calculos (MON and FRENCH, 1975). Estd basado en la aproximacién de
la correlacién binaria, método ya utilizado por Wigner en su derivacién de la
densidad de estados del GOE (WIGNER, 1955a). En dicho trabajo se obtiene
la forma gausiana de la densidad, ciertas propiedades sobre la ergodicidad y
se apunta que el método puede utilizarse para deducir propiedades sobre las
fluctuaciones espectrales.

Existen otros métodos, como el de las variables replicadas, la matriz de
segundos momentos, supersimetria y la propia aproximacién de correlaciéon
binaria que se han utilizado para abordar diversos calculos analiticos sobre
las propiedades de las fluctuaciones espectrales, pero no han dado por el
momento demasiada informacién o resultados verdaderamente interesantes o
concluyentes.

El método de las variables replicadas presenta ciertos problemas formales
que pueden incluso llevar a resultados falsos (VERBAARSCHOT and ZIRN-
BAUER, 1985), por lo que fue sustituido por las técnicas de supersimetria,
mas elegantes y mejor fundamentadas matematicamente, aunque estas tlti-
mas implican cdlculo de integrales bastante complicadas y ademas, en el caso
de las colectividades embebidas ofrecen por el momento muy poca informa-
cion.

Benet et al. utilizan la aproximacion de correlacion binaria para investi-
gar la estadistica espectral de las colectividades embebidas (BENET et “al.,
2001). Establecen, como uno de sus resultados principales, que en el caso
k < N < m las fluctuaciones espectrales siguen la estadistica de Poisson.
Sin embargo, en un trabajo posterior Srednicki invalida este resultado de-
mostrando que la aproximacién de correlacién binaria no estd justificada en
ese tipo de calculos, ya que implica manipulaciones formales de series diver-
gentes. Ni siquiera puede aplicarse en el caso més sencillo (k = 1). Ademés,
senala, es un resultado totalmente contrario a la intuicién, puesto que implica
que en alguin caso las fluctuaciones espectrales de un sistema cuantico con
interacciones a dos cuerpos seguirian la estadistica de Poisson, mientras que
todos los calculos realizados demuestran lo contrario: que se trata de siste-
mas caoticos, cuya estadistica espectral obedece, por tanto, a la prediccion
de la TMA (BRrRODY et al., 1981; GUHR et "al., 1998). Por tanto, concluye,
la naturaleza de la estadistica espectral de las colectividades aleatorias con
interacciones a k cuerpos contintia siendo un problema sin resolver (SRED-
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NICKI, 2002).

Por otro lado, el andlisis numérico presenta también algunas dificultades.
El procedimiento para construir una matriz de una colectividad embebida
es mas costoso que para construir una matriz de una colectividad clasica de
la misma dimension, ya que requiere un primer calculo de los elementos de
matriz de la interaccién a k cuerpos y un segundo calculo para la propagacion
al espacio de N particulas. El coste es claramente mayor cuanto mayor es
el rango k de la interaccién. Ademads, una vez construida la matriz, ya sea
de una colectividad embebida o de una colectividad clasica, se requiere un
tiempo de computacion para diagonalizarla y obtener asi el espectro de au-
tovalores, que aumenta también con la dimensién del espacio. Normalmente
es deseable trabajar con dimensiones grandes ya que la estadistica mejora y
ademas, cuanto mayor sea la dimensiéon es mas razonable tomar como vali-
dos los resultados disponibles en el limite diluido (siempre que se cumplan
las condiciones arriba senaladas).

La segunda dificultad tiene que ver con la no ergodicidad de las colecti-
vidades embebidas. Como hemos senalado, las fluctuaciones en la densidad
de un miembro a otro de la colectividad son grandes comparadas con las de
las colectividades clasicas y no permiten hacer un reescalado utilizando la
densidad media de la colectividad. Como se vio en la Parte I, un reescala-
do correcto es esencial para la posterior determinacién de las fluctuaciones
espectrales. Sin embargo, una vez identificado el problema, este no supone
una grave dificultad, ya que aunque siempre es mas limpio un reescalado
utilizando la densidad promedio sobre una colectividad ergddica, la renor-
malizacién de los dos primeros momentos o bien un reescalado individual de
cada miembro resuelve en la practica el problema.

Tras esta introduccion histérica y descripcion conceptual de las colecti-
vidades embebidas pasamos ya a una descripciéon més detallada, donde se
explican las definiciones y expresiones necesarias para la construccién de las
mismas, con especial énfasis en las colectividades que se utilizaran a lo largo
del trabajo.

7.2. Definiciones y objetivos

El hamiltoniano que describe un sistema de N particulas en interaccion
es de la forma

H=H(1)+ H(2), (7.1)

como se ha indicado anteriormente, donde H (1) representa la parte a un
cuerpo o hamiltoniano de particula independiente, y H(2) representa una
interaccion a dos cuerpos. Ambos pueden escribirse en términos de operadores
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creacién y destruccién:

= Z evialiavi (7.2)

H(2) = Z < vpu|H(2)|vw; > al al ay,a.,, (7.3)

U Uk
V; <vU;,VE <V;

donde af crea un fermién en el estado |v; > y a,, destruye un fermién
en el estado |v; >. La base de estados en la que habitualmente se trabaja
{lvi >,i = 1,2,...,m} es la base de autoestados de H(1), por lo que la
matriz hamiltoniana H(1) es diagonal en esta base,

Los niveles {e;,i = 1,2,...,m} forman el espectro de energia de una particula
o espectro de particula independiente.

Los estados |v;v; > son estados antisimetrizados de dos fermiones y, por
tanto, las simetrias de los elementos de matriz de la interaccién a dos cuerpos
son

< | H(2)vjv; > = — < v H(2)|viv; >,
< ;| H(2)|lvpoy > = < v H(2)|vo; > . (7.5)

La matriz hamiltoniana H en el espacio de N particulas se define en
términos de los elementos de matriz de H(1) y H(2) mediante la estructura
del producto directo del espacio de Fock. Asi, los estados |vjvy - - - vx > son
productos directos de los estados de una particula vy >, |vg >, |oy >,
antisimetrizados.

Podemos entonces escribir la matriz H como la suma de dos términos,
H=H;+H,, uno proveniente de H(1) y otro proveniente de H(2). La parte
que proviene de H (1) se calcula facilmente como se explicé en la Parte I. La
matriz hamiltoniana es diagonal y la energia de cada estado es la suma de
las energias de los estados individuales:

< v - un | H (L) |vjvg - - oy >= Z < v|H(1)|v; > Zev (7.6)
i=1

La parte proveniente de H(2) se calcula en términos de los elementos de
matriz de H(2) en el espacio de dos particulas. Los elementos no nulos de
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esta parte de son de tres tipos,

< vy on|H(2) ooy - oy > = z < vvj|H(2)|vv; >,
vi<v;<vn
vN
< Va3 - - UN|H(2)|vvg - oy > = Z < vpvi|H(2)|vyv; >,
V; =V2
< VU3 - - UN|H (2)[v1v9vs - - oy > = < 0,u,|H (2)|v1va >, (7.7)

y todos los demds (aquellos en los que los dos estados de N particulas se
diferencian en mas de dos estados individuales) son nulos debido a las reglas
de seleccién de la interaccién a dos cuerpos.

La dimensién de la matriz H es el niimero de configuraciones posible con
N particulas en m niveles, es decir, d = C(N,m) = (Z) Cada estado de N
particulas estd conectado por el hamiltoniano de la interaccion a dos cuerpos
con K=1+N(m—N)+ N(N —1)(m—N)(m— N —1)/4 estados, como
se deduce facilmente de (7.7). Por tanto, del total de C(N,m)? elementos de
matriz de Hy, C(N,m)K son no nulos y C(N,m)[C(N,m) — K| son nulos.
Ademés, el nimero de elementos de matriz independientes es ds(ds + 1)/2,
donde dy es la dimensién del espacio de dos particulas, dy = C(m,2). El
numero de variables independientes correspondiente a H; es el ntimero m
de niveles del espectro de particula independiente. Asi, el nimero total de
variables independientes en H es dy(ds + 1)/2 4+ m. Por tanto, es claro que la
matriz H contiene en general muchos ceros entre sus elementos (tantos mas
cuanto mayor sea la diferencia (m — N)) y que entre sus elementos no nulos
hay una fuerte correlacion.

Por ejemplo, con N = 6 particulas en m = 11 niveles se tiene

d=C(11,6) = 462, K =181, dy =55
Total = d* = 213444

Nulos = 129822

No nulos = 83622

dy(dy + 1)

Independientes = 5

+ m = 1551. (7.8)

Todas las expresiones dadas hasta este momento son véalidas para siste-
mas de particulas con interaccion a dos cuerpos en general, es decir, cualquier
hamiltoniano del tipo (7.1) posee las caracteristicas que se han descrito, in-
dependientemente de que se trate de matrices aleatorias o no. Si se toman los
niveles de energia del espectro de particula independiente, e;, y los elementos
de matriz de la interaccion a dos cuerpos, < vyv|H (2)|v;v; >, como variables
aleatorias, entonces las matrices hamiltonianas H construidas de la manera
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en que se ha descrito constituyen una colectividad embebida en el espacio de
N particulas en m niveles.

En particular, si los elementos de matriz de la interacciéon a dos cuerpos,
constituyen un GOE, es decir, < vyv|H(2)|v;v; > son variables aleatorias
gausianas independientes con promedio cero y la razén entre las varianzas de
los elementos diagonales y no diagonales es 2,

< vgu|H(2)|vv; > =0,
| < e H(2)[viv; > [2 = v*(1+ 85, (7.9)

donde v es una constante que puede elegirse a conveniencia, siendo la parte a
un cuerpo, {e; =< v;|H(1)|v; >}, cualquier tipo de espectro aleatorio, enton-
ces la colectividad embebida que se obtiene recibe el nombre de EGOE(1+2).

Si se considera unicamente la parte de la interaccion a dos cuerpos, es
decir, Hy, la colectividad se denomina EGOE(2). Y su generalizacién a in-
teracciones de rango k se denomina, por extensién, EGOE(k). Es decir, se
construye la matriz H(k) en el espacio de k particulas, cuya dimension es
dry = C(m, k), y los elementos de matriz de la interaccién a k cuerpos se
toman como variables aleatorias gausianas de manera que constituyan un
GOE. La propagacién al espacio de N particulas se realiza de la misma ma-
nera y los elementos de Hj, se expresan en términos de elementos de matriz
a k cuerpos en este caso.

En este trabajo analizamos en primer lugar la evolucion de la colectividad
EGOE(k) con el rango de la interaccién, k. En un sistema de N particulas
estudiamos la transicion desde k = 2 hasta & = N. La colectividad con
interacciones a dos cuerpos posee una densidad media cuya forma puede ser
descrita por una funcién gausiana y esta evoluciona hacia el semicirculo de
Wigner en £ = N, caso que se corresponde con la colectividad GOE. Ademas,
las fluctuaciones espectrales son de tipo GOE durante toda la transicién.
Una vez comprobados estos dos hechos conocidos, pasaremos al estudio de
las formas tridiagonales de las matrices.

Las matrices pertenecientes a la colectividad EGOE(2) poseen, por su
construccién, correlaciones entre sus elementos, mientras que en las pertene-
cientes a la colectividad GOE todos sus elementos son independientes salvo
por la simetria. Por tanto, esperamos observar la evolucién de las correlacio-
nes desde k = 2 hasta k = N, en que estas desaparecen, y analizaremos la
importancia de las mismas durante la transicién.

En segundo lugar, trataremos de construir un modelo de matrices tridia-
gonales para describir la transicién de un sistema de particulas sin interaccién
a un sistema con interacciones a dos cuerpos. Es usual el estudio de la colec-
tividad EGOE(142) mediante el hamiltoniano

H=H(1)+ \H(2), (7.10)
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variando el pardmetro de control A entre los valores 0 (sistema sin interac-
cién - estadistica de Poisson) y 1 (sistema con interaccién a dos cuerpos -
estadistica GOE). El primer estudio de este tipo es debido a S. Aberg. En él
se analizan diversos observables en estados nucleares de alto espin durante la
transicién en un hamiltoniano del tipo (7.10) (ABERG, 1990). Posteriormen-
te, se han realizado diversos estudios en sistemas de particulas en interaccién
analizando distintos aspectos de la transicién del sistema cudntico integrable
al cadtico, mostrando que el hamiltoniano (7.10) es un buen modelo para
la descripcién de transiciones de este tipo (JACQUOD and SHEPELYANSKY,
1997; BERKOVITS and AVISHAI, 1998; SILVESTROV, 1998; FLAMBAUM and
IZRAILEV, 1997; SONG, 2000).

Es importante senalar un matiz que diferencia la manera de tratar los
sistemas sin interaccién como se hizo en la Parte I y como se hard en esta
Parte. Como se explicé en la seccién 4.2, el espectro de particula indepen-
diente esta formado en principio por un niimero infinito de niveles de energia.
Y el espectro del sistema de N particulas construido a partir de él constara,
por tanto, también de infinitos niveles. En la préactica calculamos sélo un
numero finito de niveles del espectro de manera que este sea manejable.

Hay dos maneras de construir una region finita del espectro del sistema.
Ambas se explicaron en detalle en la seccion 4.2. La primera consiste en fijar
el nimero m de niveles del espectro de particula independiente, lo que se
denomina el espacio de valencia, y calcular todas las configuraciones posibles
de N particulas en dichos niveles. Estos serian los estados del modelo, pero
existen otros estados que, perteneciendo a la ventana de energia que abarca
el espectro, no se obtienen con este modelo. Son los llamados estados intru-
sos. Por tanto, la secuencia de niveles obtenida de esta manera no estaria
completa.

La otra manera de construir el espectro finito, que resuelve este problema,
consiste en fijar un limite a la energia, de manera que estemos seguros de que
empiezan a perderse niveles solo a energias mayores que esta energia méaxima,
E,,.... En sistemas sin interaccion es facil encontrar un limite a la energia que
garantice que obtenemos una secuencia completa de niveles:

N-1
Erar = Y €i + €mp1. (7.11)
1=1

Esta es la manera en que se construyeron los espectros de sistemas sin in-
teraccion en la Parte I. En cambio, en sistemas con interaccion el proble-
ma es bastante mas complicado. Es practicamente imposible determinar la
energia correspondiente al primer estado intruso, ya que ésta depende de la
interaccion entre estados del modelo y estados intrusos. Por tanto, se utiliza
la descripcién del espacio de valencia, es decir, se toman todos los estados
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del modelo. Consecuentemente, en el espectro obtenido, segiin aumenta la
energia, faltardn cada vez mas niveles y, ademads, las energias mas altas de
los estados del modelo pueden verse modificadas por la interaccién con esta-
dos intrusos. Sin embargo, esta es la inica manera que se tiene en la practica
de tratar este tipo de sistemas y es la manera en que se trataran en este
trabajo.

Magnitudes como, por ejemplo, la densidad de estados no pueden prede-
cirse correctamente con este tipo de modelos finitos, ya que la densidad en
los sistemas reales es una funcion siempre creciente y, en cambio, el modelo
finito predice una densidad que crece hasta un cierto valor para después vol-
ver a decaer a cero como consecuencia de la finitud del espacio. Sin embargo,
en regiones de baja energia donde la contribucion de los estados intrusos es
pequena las predicciones si pueden ser muy buenas. Este argumento se ilustra
en la figura 4.2.

Asi pues, el proyecto de esta parte del trabajo es construir, utilizando
el modelo del espacio de valencia, colectividades embebidas que representan
hamiltonianos del tipo (7.10) para distintos valores de A, realizar un analisis
de la forma tridiagonal de cada colectividad de matrices de la manera en que
se describe en el capitulo siguiente y, a partir de la informacién obtenida,
tratar de encontrar los elementos necesarios que permitan la construccién de
un modelo de colectividades tridiagonales capaz de describir esta transicion.
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Capitulo 8

Matrices tridiagonales

En esta seccion se detalla el método de tridiagonalizacion utilizado en este
trabajo (método de Lanczos) y se presentan los resultados, tanto numéricos
como analiticos, sobre matrices tridiagonales obtenidos hasta el momento y
que sean relevantes en nuestro campo de estudio, el caos cuantico. En la
seccion de resultados numéricos se describen los estudios realizados en colec-
tividades tridiagonales, donde se separan la parte suave y las fluctuaciones
en los elementos de matriz y se analizan diversos resultados sobre la relacion
entre estas fluctuaciones y las espectrales. En la seccién de resultados analiti-
cos se presenta un modelo tridiagonal de colectividades clasicas basado en un
método de tridiagonalizacién distinto al método de Lanczos y que permite
el calculo exacto de las distribuciones de probabilidad de los elementos de la
matriz tridiagonal.

8.1. Meétodo de Lanczos

El método de Lanczos ha sido tradicionalmente usado para la obtencién
de los autovalores més pequenos de una matriz (primeros niveles de energia
de un hamiltoniano). La tridiagonalizacién se lleva a cabo por pasos o ite-
raciones, de manera que en cada paso se tiene tridiagonalizado un bloque
de dimensién cada vez mayor; y sucede que los autovalores mas pequenos
del bloque obtenido tras un nimero reducido de iteraciones reproducen con
gran precision los autovalores mas pequenos de la matriz completa. Asi, este
método permite obtener estos primeros autovalores muy facil y rapidamente,
ya que no requiere la diagonalizacion ni tridiagonalizacion completa de la
matriz.

Dada una matriz H, con una base de vectores asociada {|i >,i =1,2,...,n},
el método de Lanczos genera de manera iterativa una nueva base {|v; >,i =
1,2,...,n} (base de Lanczos) en la que H queda reducida a una matriz tri-
diagonal L (matriz de Lanczos). Por conveniencia, introducimos los vectores
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auxiliares |u; >= H|v; >, que resultan de actuar con H sobre los vectores de
la base de Lanczos.

El primer vector de la base de Lanczos, denominado pivote, es cualquier
combinacion lineal normalizada de los vectores de la base inicial:

d

vy >= Zcﬂz > . (8.1)

i=1

En general se elige como una combinacion aleatoria. Los sucesivos vectores de
la base de Lanczos se obtienen actuando con H sobre los vectores precedentes.
Cada nueva aplicacién de H sobre un vector de la base de Lanczos es el inicio
de una nueva iteracion del método.
El segundo vector de la base de Lanczos, |vy >, se define mediante la
relacion
]ul >= H|U1 >= Oél‘lh > +52|U2 > . (8.2)

El motivo de la notacién para las constantes de la combinacién se verd mas
adelante. Imponiendo que los vectores de Lanczos formen un conjunto orto-
normal, < v;|v; >= §;;, se tiene

< wilug > =< v |H|v; >
=1 <vjvg > 40 < vilvg >=a3 = a1 = Ly
< Volug > =< vo|H|vy >
=1 < Valvg >+ < valvg >= Fy = [y = Lo = Loy.  (8.3)

Es decir, a; y 2 son los primeros elementos diagonal y no diagonal res-
pectivamente de la matriz de Lanczos. oy se calcula como < vi|lu; >y [y
como la norma del vector |wy >= [a|lve >= |u; > —ay|v; >. Notese que
< vg|H|vy >=< v1|H|vy >= (s, ya que la matriz H de partida es simétrica.

En la siguiente iteracién se calcula el vector |uy >, y el tercer vector de
la base de Lanczos, |vs >, queda definido por la relacién

|U2 >= H|U2 >= 62|’U1 > +OZQ|?)2 > +63|U3 > . (84)
Imponiendo ortonormalidad,

< wilug > =< v|H|vy >= [y < vi|vy > +ag < v1|vg >
+ B3 < vilvs >= By = B2 = Lo
< Volug > =< vo|H|vg >= [y < valu; > +ag < va|vg >
+ 3 < valvy >= ay = g = Loy
< vglug > =< v3|H|vg >= [y < v3lvy > g < vg|vg >
+ 3 < vslug >= 3 = 3 = Loz = Las. (8.5)
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Es decir, el coeficiente de |v; > es [35, definido en la iteracién anterior; s
es el segundo elemento diagonal de la matriz de Lanczos y 33 es el segundo
elemento no diagonal. oy se calcula como < vy|uy > y 3 como la norma del
vector |ws >= [3|vy >= |ug > —fa|v1 > —aa|vg >.

En la i-ésima iteracion tenemos

lu; > = Hl|v; >= Bi|lvi1 > +a;|v; > +0i1|vier >
<wviiq|u; > =< v |Hv; >= F; < vi_1|vii1 > +a; < vi_q|v; >
+ Biv1 < Vi—1|viy1 >=0i = i = Li_1;
< wvilu; > =< vi|H|v; >= ;i < vi|vig > +a; < vi]v; >
+ Bis1 < vilvigr >= a; = a; = Ly
<V |u; > =< v |Hlvg >= 6 < vip1|vicg > +a; < vigq|v; >
+ Bit1 < Vig1|viq1 >= Biy1 = Biyr = Lijy1 = Liz1;. (8.6)

Calculamos «; como < v;|u; >y (41 como la norma del vector |w; ;1 >=
Bit1|vis1 >= |u; > —fi|vic1 > —ay|v; >. Es importante notar que impo-
niendo la ortogonalidad de cada vector |v;1; > con |v; > y |v;_1 > se cum-
ple automaticamente la condicion de ortogonalidad con todos los anteriores,
ya que por construccion |u; >= H|v; > es ortogonal a todos los vectores
|Ui,2 >, |Ui,3 >, |U1 > << U1|H|Ui,k >=0,k > 2)

De esta manera continua el proceso hasta que en la n-ésima iteracion el
vector |w,+1 >= 0, con lo que 3,41 = 0y la base y la matriz de Lanczos han
sido completadas:

ar By
B2 a3
I_ B3 a3 (8.7)
Q1 /Bn
Bn  an

8.2. Resultados numéricos

Los primeros calculos en la misma linea en la que se desarrolla este traba-
jo se deben a A. P. Zuker. La idea de la simplificacion que constituye disponer
de una forma candnica tridiagonal para las matrices aleatorias con interac-
ciones a 142 cuerpos aparece por primera vez en (ZUKER et al., 2001). En
dicho trabajo, donde se analiza la forma tridiagonal de la matriz hamiltonia-
na de varios ntcleos, Zuker et al. concluyen que «; y 3;, como funciones del
contador ¢, pueden ser descritas por una ley suave sobre la que se superponen
fluctuaciones. La ley suave es en general distinta para los elementos diagona-
les y los no diagonales y el tamano de las fluctuaciones también. En la figura
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Figura 8.1: Elementos de matriz de la forma tridiagonal de una matriz GOE
de dimensién 924 (azul) y parte suave de los mismos (rojo). La curva su-
perior representa los elementos no diagonales, [3;, y la inferior, los elementos
diagonales, «;.

8.1 se muestra, como ejemplo, la representacion de una matriz tridiagonal
correspondiente a un GOE de dimensién 924.

La manipulacién de las matrices en forma tridiagonal ya supone en si mis-
ma una simplificacién importante, ya que reduce considerablemente el niime-
ro de variables a manejar: este es O(N?) en la matriz original (en la base del
campo medio) y se reduce a O(N) en la matriz tridiagonal. Ademés, una
matriz tridiagonal es computacionalmente mucho mas facil y rapidamente
diagonalizable que la matriz original, lo que reduce también considerable-
mente el tiempo y potencia de calculo necesarios.

Aparte de estas ventajas obvias, la idea de A. P. Zuker, y el objetivo prin-
cipal que perseguimos aqui, es poder establecer una correspondencia entre la
separacion de la parte suave y las fluctuaciones en la densidad de estados,
como habitualmente se realiza en caos cuantico, y la separacién de la parte
suave y las fluctuaciones en los elementos de la matriz tridiagonal. De ma-
nera que el andlisis de fluctuaciones pudiera realizarse directamente a través
de los elementos de la matriz tridiagonal sin necesidad de llevar a cabo una
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diagonalizacién para obtener la densidad de estados. Ademads, si se consigue
determinar con precisién la forma tridiagonal que representa una determi-
nada colectividad de matrices esto representaria una gran ventaja. Por un
lado, por la simplificacién que supone, sobre todo en el caso de colectividades
con interacciones a k cuerpos, construir una matriz tridiagonal en lugar de la
correspondiente matriz a partir del procedimiento estandar, y por otro, por-
que podria suponer una simplificacién y un nuevo punto de partida a la hora
de abordar calculos analiticos. De hecho, existen ya calculos analiticos que
se han realizado con modelos de matrices tridiagonales en las colectividades
clasicas (DUMITRIU and EDELMAN, 2002). Detallamos algunos de ellos en la
siguiente seccion.

En (ZUKER et al., 2001) la atencién se centra en el estudio de la parte
suave de los elementos de la matriz de Lanczos y se establece que esta depende
de la dimensién del espacio, de los primeros momentos de la densidad de
estados y del rango de la interaccién. Concretamente, se conjetura para la
forma de los elementos diagonales una ley constante o logaritmica y para
la forma de los elementos no diagonales la funcién inversa de la densidad
de estados (convenientemente renormalizada). Para modelar la densidad de
estados de los ntcleos estudiados se utiliza una funcién binomial continua,

bin(z) = exp TN((l + 2x) log(1 + 2z) + (1 — 22) log(1l — 2x))| (8.8)

donde N se relaciona con la dimensién d mediante d = 2%, en lugar de la
tradicional gausiana. Por tanto, se utiliza para la parte suave de los elementos
no diagonales la inversa de una binomial. La forma binomial para la densidad
de nucleos es propuesta por A. P. Zuker en un trabajo anterior donde com-
prueba que dicha férmula reproduce muy bien las densidades experimentales
de diversos nucleos (ZUKER, 2001). De la misma manera la binomial inversa
ajusta también muy bien la parte suave de los elementos no diagonales de
la matriz de Lanczos. Se demuestra ademéas que la inversa de una gausiana
es una buena aproximacion a la binomial inversa y que produce también un
ajuste bastante bueno.

En la base del trabajo de Zuker, contintia el estudio de modelos tridia-
gonales de matrices hamiltonianas y se da el paso al andlisis de la parte
fluctuante de los elementos (MOLINA et “al., 2005). Partiendo de la separa-
cién de los elementos de matriz en parte suave y fluctuaciones,

se define una nueva colectividad de matrices que depende de un pardmetro
F:
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Figura 8.2: Pardmetro de repulsién v (llamado 5 en (MOLINA et “al., 2005))
frente al tamafio de las fluctuaciones F', segtin la expresion (8.10), para matri-
ces iniciales tipo GOE y modelo de capas nuclear, junto con la curva (8.12).

Es decir, se mantiene fija la parte suave y se varia el tamano de las fluctua-
ciones mediante un pardmetro de control, F'.

Asi, utilizando tres matrices iniciales distintas (una matriz GOE, un ha-
miltoniano de espines y una matriz del modelo de capas nuclear) con parame-
tro de repulsion v = 1 y eligiendo como valor inicial F' = 1, se construyen
nuevas colectividades asignando distintos valores a F'. La distribucion de
espaciamientos a primeros vecinos es calculada para cada colectividad y, me-
diante un ajuste a la férmula de Izrailev (IZRAILEV, 1988), expresién fenome-
noldgica que reproduce satisfactoriamente las curvas de Wigner (v = 1,2,4)
y la distribucién de Poisson (v = 0),

2

Pr(s,v) = A,s"exp {—%52 — (BV — %) 5} (8.11)

se obtiene el parametro de repulsiéon v como funcién de F'. El resultado para
las matrices iniciales tipo GOE y modelo de capas es el que se muestra en la
figura 8.2. La curva representada junto a los puntos es la siguiente:

v=1/F (8.12)
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Figura 8.3: Estadistico Az para colectividades construidas segin (8.10) con
valores de F' que se corresponden con las colectividades clasicas. El acuerdo
con la prediccion tedrica de las mismas es excelente. Aparece ademsés el caso
F = 0 (espectro completamente rigido, sin fluctuaciones) cuya prediccién
tedrica es una constante de valor 1/12, con la que también estd en buen
acuerdo la colectividad construida.

Como puede observarse, el acuerdo entre los puntos (F,v) y la ley (8.12) es
excelente.

Ademsds, como test adicional se calcula el estadistico Az en cuatro casos
seleccionados, en los que los valores de F' son tales que se obtienen parame-
tros de repulsion v muy proximos a 0, 1, 2 y 4. Estos valores se corresponden
con los casos conocidos de la estadistica de Poisson y las tres colectividades
clasicas, GOE, GUE y GSE, respectivamente. Se comprueba que las cur-
vas de puntos obtenidas estan en muy buen acuerdo con las predicciones
tedricas conocidas, como puede observarse en la figura 8.3. Por tanto, estas
nuevas colectividades construidas a partir del modelo tridiagonal de la ecua-
cién (8.10) reproducen perfectamente tanto las correlaciones de corto alcance
(analizadas a partir de la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos)
como las correlaciones de largo alcance (analizadas a partir del estadistico
Aj3) de las colectividades conocidas.

Otro resultado obtenido utilizando el modelo de matrices tridiagonales de
la ecuacion (8.10) se describe en (RELANO et “al., 2006), donde se estudia la
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estructura de correlacién en colectividades con alta rigidez espectral. Consi-
derando valores del parametro F' suficientemente pequenos es posible generar
matrices cuyos espectros estan caracterizados por una fuerte repulsion de ni-
veles y alta rigidez espectral. Los estadisticos utilizados en este caso son la
distribucién de espaciamientos a primeros vecinos, que de nuevo se ajusta
muy bien con la funcion de Izrailev, y el estadistico ¢, para las correlacio-
nes de largo alcance. Como se explicé en la seccion 3.5 los sistemas cadticos
presentan un ruido 1/f en el espectro de potencias de la §,, mientras que los
integrables presentan un ruido 1/f? (RELANO et al., 2002; FALEIRO et “al.,
2004). Relano et al. comprueban, utilizando el modelo tridiagonal, que para
valores muy altos de la repulsién v, el ruido 1/ f sigue presente y se conjetura,
por tanto, que cualquier espectro caracterizado por una intensa repulsién de
niveles debe presentar ruido 1/f (RELANO et al., 2006).

En definitiva, se tiene un modelo de matrices tridiagonales muy senci-
llo en el que la parte suave se mantiene constante y variando la amplitud
de las fluctuaciones mediante la multiplicacién por un factor se obtienen es-
pectros con distintos tipos de fluctuaciones. Variando el parametro F' desde
cero hasta infinito encontramos colectividades de matrices tridiagonales que
reproducen las fluctuaciones espectrales correspondientes a sistemas con es-
pectros rigidos (F' = 0,v = o0), sistemas cadticos (v = 1,2,4) y sistemas
integrables genéricos (F' = oo, v = 0).

Estos resultados suponen un claro avance en la direccion del objetivo que
hemos propuesto. Ahora las preguntas son: ;Es universal (independiente del
sistema concreto) la relacién (8.12) entre el parametro de repulsién y la am-
plitud de las fluctuaciones de los elementos de la matriz tridiagonal? Y si
es asi, jseria posible determinar el tipo de fluctuaciones espectrales de un
sistema dado directamente a partir de una medida de la amplitud de las fluc-
tuaciones en su matriz tridiagonal sin necesidad de realizar la diagonalizacién
para obtener el espectro? En respuesta a la primera pregunta, en (MOLINA
et "al., 2005) se presenta la ecuacién (8.12) como un comportamiento univer-
sal, conclusiéon razonable teniendo en cuenta que se analizan tres tipos de
sistemas distintos y se obtienen los mismos resultados en todos los casos.

Sin embargo, es importante notar que la tnica matriz tridiagonal que
proviene de un hamiltoniano en los tres casos estudiados es la matriz de par-
tida. El resto de matrices tridiagonales construidas a partir de esta primera
mediante la variacion del pardmetro F' son algo artificial y podemos pregun-
tarnos si esas matrices son realmente representativas de los sistemas cuyas
fluctuaciones son capaces de reproducir tan fielmente. Es decir, en los casos
en que sea posible realizar la transicion fisica real desde v = 1 hasta otro
valor distinto, la matriz obtenida al cabo de la transicion ;tendria la misma
forma, una vez tridiagonalizada, que la que se obtiene a partir de la expresion
(8.10) con el valor de F' correspondiente?

106



8.2 Resultados numeéricos 107

En cualquier caso se tiene un modelo capaz de reproducir las fluctua-
ciones espectrales de distintos tipos de sistemas cuanticos, lo que representa
un avance interesante en el estudio de la forma tridiagonal de las matrices
hamiltonianas. Sin embargo, si las caracteristicas de las matrices obtenidas a
partir de la transicion fisica real no se corresponden exactamente con las del
modelo propuesto esto implica que no podriamos estudiar las fluctuaciones
de los elementos de la forma tridiagonal de cualquier matriz hamiltoniana por
comparacién con las del modelo. Es decir, es posible que sélo con la medida
del tamano de las fluctuaciones en los elementos, F', no podamos obtener
correctamente el tipo de fluctuaciones espectrales del sistema a partir de la
ecuacion (8.12).

En el caso de las colectividades clasicas los calculos son sencillos. Por
un lado, es facil ver numéricamente que la tridiagonalizacion de matrices
GOE, GUE y GSE lleva a las mismas colectividades que las que pueden
construirse mediante el modelo de la ecuacion (8.10) variando el pardmetro F.
El calculo analitico también es sencillo gracias a que los elementos de matriz
son variables independientes y a sus propiedades de invariancia; y permite
comprobar que efectivamente la ley (8.12) se cumple, aunque asintéticamente.
Dicho calculo se detalla en la siguiente seccién.

Cuando los elementos de la matriz de partida no son variables indepen-
dientes, como sucede en el caso de las colectividades embebidas, cabe pre-
guntarse si las cosas son tan sencillas como en el caso de las colectividades
clasicas o si, por el contrario, las correlaciones entre los elementos de matriz
juegan algun papel en la transicién entre los distintos valores de v.

En (MOLINA et al., 2005) se constata que existen correlaciones en la
matriz de partida correspondiente al hamiltoniano de espines y se apunta que
este aspecto merece un estudio aparte. Sin embargo, se indica que la ecuacion
(8.12) representa un comportamiento universal que no depende del tipo de
correlaciones que existan entre los elementos de la matriz tridiagonal. Si esta
afirmacion es cierta o no es algo que merece ser estudiado en mas detalle para
ser comprobado con rigor. En este trabajo abordamos este problema mediante
el andalisis de la transicién de una matriz EGOE(1) (v = 0, fluctuaciones
tipo Poisson) a una matriz EGOE(142) (v = 1, fluctuaciones tipo GOE) y,
tridiagonalizando en cada paso de la transicién, podremos ver si la relacion
(8.12) rige también en un caso como este, en el que hay una transicién real
entre distintos tipos de matrices hamiltonianas. O si, por el contrario, las
correlaciones juegan un papel que pueda influir en el tipo de relacion que
existe entre las fluctuaciones espectrales y las fluctuaciones de los elementos
de la matriz tridiagonal, es decir, entre el parametro de repulsion v y el
pardmetro F'.

En definitiva, el modelo de matrices tridiagonales descrito por la expre-
sién (8.10) es un primer paso en la obtencién de modelos simplificados para
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el estudio de las fluctuaciones espectrales, pero ain hay muchos aspectos sus-
ceptibles de ampliacién o estudio. Las colectividades embebidas, aunque son
mucho mas dificiles de tratar que las colectividades clasicas, permiten una
descripcion mas realista de las propiedades estadisticas de los sistemas fisi-
cos. Por eso merecen ser objeto de estudio en este propdsito de construccion
de modelos tridiagonales sencillos para el estudio del caos cudntico. Este es
el problema que abordamos en este trabajo.

8.3. Resultados analiticos

Las colectividades clasicas de matrices aleatorias son mas faciles de mane-
jar que las colectividades embebidas. Por eso, un modelo de matrices tridia-
gonales como el que deseamos construir, mediante cdlculo numérico, para las
colectividades embebidas, existe ya para las colectividades clasicas, y ademés
se ha deducido analiticamente (DUMITRIU and EDELMAN, 2002). Es decir,
se tienen las distribuciones de probabilidad de los elementos de las matrices
tridiagonales. Por tanto, se puede construir una matriz aleatoria pertene-
ciente a una de las colectividades clasicas, a partir de las distribuciones de
probabilidad de sus elementos, mediante el procedimiento tradicional en el
que todos los elementos de matriz son variables aleatorias gausianas o bien
utilizando el nuevo modelo en el que todos los elementos de matriz son nulos
excepto la diagonal principal y las diagonales superior e inferior, que vienen
dadas por las variables aleatorias que veremos después.

La construccién analitica de un modelo similar para las colectividades
embebidas es totalmente inviable. Las distribuciones de probabilidad de los
elementos de matriz son bastante complicadas como para manejarlas en una
serie de transformaciones sucesivas que conduzcan a la tridiagonalizacion.
De hecho, la forma de los elementos de matriz, en concreto las correlaciones
entre ellos, hace perder las propiedades de invariancia que si se dan en las
colectividades clasicas y que son fundamentales en este tipo de calculos.

Dadas las distribuciones de probabilidad de los elementos de la matriz
tridiagonal se tienen perfectamente caracterizadas la ley suave que siguen
estos en la representacion frente a un indice (valores medios de las varia-
bles o elementos) y sus fluctuaciones en torno a ella (momentos de orden
superior de las distribuciones). En concreto se tiene una medida del tamaro
de las fluctuaciones, el parametro F' de la seccién anterior, con la desviacion
estandar de las distribuciones. Y puede comprobarse que, tomando como
valores iniciales (v = 1, F' = 1), se cumple la ley (8.12) asintéticamente.

Un aspecto muy llamativo e interesante de este calculo analitico del mo-
delo tridiagonal para colectividades clasicas, que presentamos brevemente a
continuacion, es que permite generalizar el conjunto de colectividades carac-
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terizadas por los valores discretos de v =1, 2 v 4 a un conjunto continuo
con v > 0 general. Es decir, existe la posibilidad de construir espectros con
repulsion de niveles desde valores muy pequenos hasta infinito. Esta afirma-
ciéon implica, ademds del simple hecho de considerar el pardmetro v como
continuo en lugar de discreto, que existan resultados que indiquen que en las
colectividades construidas a partir del modelo, v se comporta realmente como
un parametro que caracteriza la repulsion de los espectros. Tales resultados
existen y se describirdn més adelante.

Seguidamente se describe el cdlculo para la tridiagonalizacién de una ma-
triz GOE (v = 1). El célculo para GUE y GSE es muy similar, llevando
en todos los casos a matrices reales simétricas (DUMITRIU and EDELMAN,
2002).

Llamamos H a la matriz GOE de partida, de dimension d. Los elementos
de matriz diagonales son variables gausianas de media cero y varianza 1/2A y
los elementos no diagonales son variables gausianas de media cero y varianza
1/4A, donde el parametro A puede elegirse a conveniencia (Apéndice A).
Escribimos H de la siguiente manera:

H:(IZ ’g) (8.13)

donde k = Hy; es una variable gausiana, h es un vector de (d — 1) variables
gausianas y R es una matriz GOE de dimensién (d — 1) x (d — 1).

Sea P una transformacion ortogonal de dimensién (d — 1) x (d — 1) que
depende sélo de h tal que

Ph = ([|A]],0,...,0)" = [lh]les, (8.14)

donde [|h]| es la norma del vector h, ||h|| = (hTh)1/2 - (Zf:_ll h§)1/2 —
(Z?:z H2)Y2 v ey = (1,0,...,0)". Entonces,

(L0) () (5 ) = (s Y s

Es importante notar que k, ||h|| y PRPT son claramente independientes.
El elemento Hy; = k de la matriz permanece invariante en la transformacién
y continta siendo, por tanto, una variable gausiana de media cero y varianza
1/2A. Por la invariancia del GOE bajo transformaciones ortogonales y dado
que P sélo depende de h y no de los elementos de la submatriz R, es claro
que PRPT es una matriz GOE de dimensién (d—1) x (d — 1) del mismo tipo
que la matriz GOE inicial (sus elementos siguen las mismas distribuciones
de probabilidad). La distribucién de probabilidad de ||h|| es también féacil de
deducir, teniendo en cuenta la siguiente propiedad:
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Sea {X;,i = 1,2,...,7r} un conjunto de r variables gausianas de media
nula y desviacion o, entonces

P .16)
=1

es decir, la suma de las variables gausianas al cuadrado es una variable
aleatoria cuya distribucién es una x? con r grados de libertad multiplica-
da por la varianza de las gausianas. La variable aleatoria ||h|| es, por tanto,

(1/vV4A)xa-1 v, conocida la distribucién de probabilidad de x,,

$n71€7x2/2
Folo) =2 _° 8.17
) = S (8.17)
es facil ver que la distribucién de ||h|| es
A(d—l)/ZHh|’d—26—2A\|h\|2
Ga-1(|[]]) = (8.18)

2= (/2T (1)

En el siguiente paso se toma la matriz PRPT y se transforma de la misma
manera que la matriz H en el paso anterior. Es decir, se escribe en la forma
(8.13), donde el vector h tiene dimensién (d — 2) y R es una matriz GOE
de dimensién (d — 2) x (d — 2). Se define una transformacién ortogonal P
de dimensién (d — 2) x (d — 2) de manera andloga a (8.14) y se realiza la
multiplicacién (8.15). Asi se obtiene de nuevo que k es una variable gausiana
de media nula y varianza 1/2A4, PRPT es una matriz GOE de dimensién
(d —2) x (d —2) y la variable aleatoria ||A|| es (1/v4A)x4_o.

Asi, tras realizar los (d — 2) pasos necesarios, este procedimiento lleva a
la forma tridiagonal de la matriz H,

NO. 7)) vaxey
T X(d-1) N(0, =) T X(d-2)
T — .. . .. ) .. ) ,
1 NO, L) Ly
\/HXQ 17 V2A VA 11
ViaXt N(0, ﬂ)

(8.19)
donde N(p, o) es una variable aleatoria gausiana de media u y varianza o2

Las transformaciones P que suelen usarse en la practica son
T
uu
P=1I-2——, (8.20)
ulu

donde u = h £+ h; e;. Esta matriz P es conocida como el “reflector de Hou-
seholder” (GoLUB and LOAN, 1996).
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Este algoritmo de reducciéon tridiagonal puede aplicarse a cualquier ma-
triz real simétrica, compleja hermitica o cuaternionica autodual; la matriz
resultante es siempre una matriz tridiagonal real y simétrica. Podemos es-
cribir el resultado general para matrices GOE, GUE y GSE de la siguiente
manera:

N(O’ Su) Tv X (n—1)v
TVX(?’L*I)I/ N<07 8V> TVX(n72)1/
T = . (8.21)
TvX2v N<07 Sl/) v Xv
roxe  N(0,s,)

donde s, =, /m VT, = 4 /m. Dado que la densidad de estados

media de las tres colectividades puede escribirse como (ley del semicirculo de
Wigner (WIGNER, 1955a))

gy<E>=2“+‘5”4)A\/ Mg B < | 522)

v (1+6,4)A (1+6,4)A°

es conveniente elegir el parametro A = vd/(1 + §,4), de manera que la den-
sidad media sea la misma en los tres casos,

o
W(E) = 2VI—E, |E|<1. (8.23)
T

, . 1 o 1 .y .,
y los pardmetros s, = \/ 5~y r, = y/ 5. Por tanto, utilizando la notacién

de (8.7), los elementos de matriz son variables aleatorias cuyas distribuciones
de probabilidad son las siguientes:

1 vd 2 .
a, =N <O, %) — Py, (o) =4/ ?exp(—ydoz ), i=1,2,...,d. (8.24)
[ 1
Bi = @X(d—iﬂ)u

(QVd)(d—Hl)u/z
= B0 =2 v a0

ﬁ(dfz”rl)ufl exp(—QVdﬁQ)a 1=2,3,...,d.
(8.25)

La distribucién de probabilidad conjunta de todos los elementos es el produc-
to de las distribuciones de cada uno de ellos, puesto que son independientes,
como se ha visto en el algoritmo de tridiagonalizacién.

La forma de la matriz tridiagonal obtenida (8.21) con las distribuciones de
probabilidad para sus elementos dadas por las anteriores expresiones sugiere
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la definicién de una nueva familia de colectividades de matrices tridiagonales
T,, con valores de v > 0 cualesquiera.

Dumitriu y Edelman han demostrado que a partir de una matriz de la
forma (8.21) con v > 0 cualquiera se obtiene una distribucién de autovalores
de la misma forma que la distribucién conocida para v = 1,2 y 4 (DUMITRIU
and EDELMAN, 2002). En (DUuMITRIU, 2003) se demuestra que la densidad de
estados de la familia de colectividades tridiagonales con v general converge
cuando la dimension tiende a infinito a la ley del semicirculo de Wigner
(8.22), que es de hecho una ley asintética para las colectividades clasicas.

Tenemos ademadas una serie de resultados preliminares tanto analiticos
como numéricos, que no se detallardn aqui, puesto que aun se esta trabajan-
do en ellos. Analiticamente, se ha obtenido la convergencia de la densidad
de estados a la ley del semicirculo, en acuerdo con el resultado de Dumitriu,
mediante el calculo de los momentos de la distribuciéon. Dichos momentos
pueden calcularse como las trazas de las potencias de la matriz (tr(H*)),
que la forma especial tridiagonal permite llevar a cabo mediante técnicas de
combinatoria. De esta manera pueden calcularse también varianzas y cova-
rianzas (obtenidas a su vez recientemente por Dumitriu y Edelman (DuMiI-
TRIU and EDELMAN, 2006)), necesarias para el cdlculo de las funciones de
correlacién a dos puntos, que también se han obtenido. El resultado es una
buena aproximacion a los valores conocidos de los estadisticos en el caso de
las colectividades clasicas.

Los cédlculos numéricos realizados son, por un lado, para las correlaciones
de corto alcance, el estudio de la distribuciéon de espaciamientos a primeros
vecinos. Diversos calculos para distintos valores de v muestran que el com-
portamiento a valores pequenos del espaciamiento s es el caracteristico de las
colectividades clasicas, P(s) ~ s”, que permite identificar el exponente de re-
pulsién. Ademas, se ha realizado el calculo de la distribucién analiticamente
para matrices 2 X 2.

Por otro lado, para las correlaciones de largo alcance, se ha estudiado el
espectro de potencias del estadistico d,,. Para v > 1 encontramos un ruido
1/f, como era de esperar (RELANO et "al., 2006). La transicién hacia el ruido
1/f?, que se obtiene al pasar de v = 1 a v = 0, muestra que los resultados
numéricos y el calculo analitico estdan también en muy buen acuerdo en este
caso.

Todos estos resultados junto con los de Dumitriu y Edelman indican que
la generalizacién de las colectividades tridiagonales para valores cualesquiera
de v es coherente.

Por 1ltimo, senalamos la relacion entre el modelo de colectividades tridia-
gonales y los resultados numéricos descritos en la seccién anterior (MOLINA
et "al., 2005; RELANO et "al., 2006), que permite comprobar la validez de la
relacién (8.12).
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A partir de las distribuciones de probabilidad de los elementos de matriz,
(8.24) y (8.25), pueden obtenerse expresiones generales para sus momentos,

(;d)”? F((r}l)/m

0 r  impar,

N r (u(d—i;—l)+r>

ro= ) 8.27

Hs: (2Vd> r <V(d*i+1)> ( )
2

Al representar los elementos de una matriz frente a un contador veremos
una ley suave, que viene dada por el valor medio de cada elemento, y las
fluctuaciones superpuestas, cuyo tamano puede estimarse como la desviacion
tipica de cada distribucién. Asi, la ley suave S(i) para elementos diagonales
y no diagonales es

T par,

i, = (8.26)

Suli) = i, =0 (8.28)

T v(d—i+1)+1
S(i) = ps, = \/; F(<(dz+1))) (8.29)

Y el tamano de las fluctuaciones,

Fo(i) = 00, = (8.30)

Fp(i) = 05, = \/ 13, — (15,)?

. . ) 1/2
v(d—i+1)+2 v(d—i+1) v(d—i+1)+1
L [r (e () - (e
2vd v(d—i+1)
,, 2 (147)

(8.31)

Las expresiones para los elementos no diagonales se simplifican en el limite

v(d—1i)> 1
Sp(i) =~ \/i (1 - i:ll), (8.32)

(8.33)

Estas expresiones asintéticas describen muy bien las colectividades para di-
mensiones manejables y para todos los valores del indice .
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Se observa, por tanto, en acuerdo con los resultados numéricos descritos
en la seccién anterior, que los elementos diagonales se disponen en torno a
una ley constante (e igual a cero) con fluctuaciones de tamano constante (in-
dependiente del contador); y los elementos no diagonales se disponen en torno
a una ley suave decreciente con fluctuaciones de tamano también constante.
La razon entre la desviacion de los elementos diagonales y no diagonales es
F,/F3 =2,y la dependencia de ambas con el parametro de repulsién es del
mismo tipo que la ecuacién (8.12), con la normalizacién adecuada,

F? x —. 8.34
x (8.34)
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Capitulo 9

Resultados

En este capitulo se detallan los célculos realizados en el proyecto de cons-
truccion de modelos sencillos de matrices tridiagonales para la descripcién
de sistemas de particulas en interaccion mediante colectividades embebidas.

En la siguiente seccién se describen los detalles técnicos del tratamiento
de las colectividades de matrices tridiagonales, tales como promedios, fluc-
tuaciones y correlaciones. Estas definiciones y expresiones se utilizaran a lo
largo de las dos secciones posteriores, en las que se presentan los resultados
correspondientes a la evolucion con el rango de la interaccién y la evolucion
con el parametro A desde el sistema sin interacciéon al sistema con interaccion
a dos cuerpos dada por el hamiltoniano (7.10). Se trata fundamentalmente
de obtener una descripcion lo mas completa posible de las colectividades de
matrices tridiagonales, de manera que a partir de esta informacién sea posi-
ble modelar los aspectos méas importantes que permitan la construccion del
modelo capaz de reproducir las transiciones estudiadas.

9.1. Definiciones

La idea principal en la que se basa la simplificacién que podria consti-
tuir la construcciéon de modelos de colectividades tridiagonales, como se ha
senalado en el capitulo anterior, es la separacion de los elementos de matriz
en una parte suave y una parte fluctuante. Esto es, para un miembro k de la
colectividad

o =ML oBF =12, d (9.1)
ﬂz(k) = ﬂz(k)s + ﬂi(k)Fa i=2,3,...,d, (92>

donde «; y (; son los elementos i-ésimos diagonal y no diagonal, respectiva-
mente, de la matriz tridiagonal.
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Para obtener correctamente la parte suave de los elementos es necesario
tener en cuenta que las colectividades embebidas, como se ha explicado, no
son ergodicas para la densidad de estados. Como veremos en las siguientes
secciones, la forma de la matriz tridiagonal esta estrechamente relacionada
con la densidad de estados, de manera que tampoco es ergddica. Esto quiere
decir que la parte suave de los elementos de matriz es distinta para cada
miembro de la colectividad y, por tanto, los promedios no son una buena
estimacién, es decir,

R

1
™S 27 = =D a (9.3)
k=1
1 &
B #Bi=5> 8", (9.4)
k=1

donde R es el numero de miembros o realizaciones de la colectividad.

En una colectividad ergédica es claro que el efecto del promedio es reducir
el tamano de las fluctuaciones para obtener una funcién suave, que sera una
buena estimacion de la parte suave para cada uno de los miembros. En cam-
bio, si la colectividad no es ergddica esto no es asi y, por tanto, estamos
obligados a calcular la parte suave de los elementos de matriz individual-
mente para cada miembro de la colectividad. Para ello realizaremos ajustes
a funciones adecuadas en cada caso.

En los trabajos de Zuker et al. se establece que la forma funcional de
ﬁi(k)s es la misma que la funcién inversa de la densidad de niveles, aunque
sus pardmetros son en general distintos. En (ZUKER et “al., 2001) se utiliza
una binomial continua como aproximacion a la densidad de estados de los
nucleos atéomicos:

bin(x) = exp TN((l + 2z)log(1l + 2z) + (1 — 2z) log(1 — 22)) |, (9.5)

donde N se relaciona con la dimensién d mediante d = 2. Por lo tanto, BZ-(k)S
tiene en este caso la forma de una binomial inversa. No obstante, se prueba
que una gausiana inversa produce un ajuste también muy bueno.

En general utilizariamos una funcién distinta para cada sistema con una
densidad de estados diferente. Por ejemplo, para matrices tipo GOE, como
vimos en el capitulo anterior (ecuacién (8.32)),

®)S _ 7 _ 1 _i—l
i ) 00

donde en este caso la parte suave si coincide con el promedio, ya que se trata
de una colectividad ergddica.
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0 | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
[

Figura 9.1: Elementos de matriz no diagonales correspondientes a un ntcleo
de Ca (J = 4) (azul) junto con ajustes a una binomial inversa (rojo) y a la
ecuacion (9.7) (verde). En el panel superior izquierdo una ampliacién donde
pueden distinguirse los ajustes.

En este trabajo vamos a utilizar la misma funcién para todos los casos
estudiados y veremos que esta eleccion presenta varias ventajas. Esta funcion

es la siguiente:
i\’ log1
5(i) = 1— (= .
35(3) a( <d) 1ogd)’ (9.7)

donde d es la dimensién de la matriz y a y b son pardametros ajustables. La
principal ventaja es su versatilidad, ya que es valida para realizar ajustes a
matrices cuyas densidades son descritas por funciones gausianas, binomiales,
semicirculares y funciones intermedias entre ellas, proporcionando buenos
ajustes en todos los casos. Ademads, el ajuste es sencillo, no requiere una
inversion numérica como en el caso de la binomial inversa. Como ejemplo,
se muestra en la figura 9.1 la matriz tridiagonal correspondiente a un ntcleo
atémico de #Ca (J = 4) junto con los ajustes a una binomial inversa y a la
férmula (9.7).

El pardmetro a permite desplazar el punto de corte con el eje y, es de-
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0 | | | |
0 200 400 600 800 1000

Figura 9.2: Evolucién con el indice i de la funcién 3°(i) (ecuacién (9.7)) para
a = 1 y distintos valores del pardametro b.

cir, da aproximadamente el valor del primer elemento de matriz no diago-
nal. Después la funcion decrece hasta anularse en ¢ = d. Y el pardmetro b
esta relacionado con la forma de curvarse de la funcién. En la figura 9.2 se
representan distintas curvas para a = 1 y diferentes valores del pardmetro b
para que pueda observarse cémo va cambiando la forma de la funcién.

En el caso b = 0 la relacion con la densidad gausiana puede justificarse
analiticamente. Partimos de la expresion de la funcion gausiana

9(B) = i eXP( 62), (9.8)

2mo a TCQ

donde 3 y o tienen dimensiones de energia y g tiene dimensién de energfa=".
Invirtiendo esta expresién obtenemos

Blg) = :I:\/—2(72 log(@. (9.9)

Descartando el signo negativo y discretizando g; = i/(v27n0), 1 =1,2,...,d

tenemos
B = B(g9:) = v/ —20?log(i/d). (9.10)

118



9.1 Definiciones 119

Por tltimo, definimos a = 20%log d, con lo cual

log i
Bi = a<1_lo§d)’ (9.11)

que coincide con la expresién (9.7) para b = 0.

Otra ventaja de la expresion 9.7 para la parte suave de los elementos no
diagonales es que permite un célculo aproximado de los momentos de la den-
sidad de manera que estos pueden escribirse como funcién de los parametros
de ajuste, a y b, a la matriz tridiagonal. Asi conociendo sélo estos dos parame-
tros se tienen aproximaciones muy razonables a los valores de los momentos
correspondientes.

El momento de orden £ de la densidad p(F) viene dado por

My(p) = /Ekp(E)dE. (9.12)

La densidad de estados puede escribirse como

=> §(E-Ey), (9.13)

donde {F;,i = 1,2,...,d} es el conjunto de autovalores que constituyen el
espectro de energia. Por tanto, de (9.12) y (9.13) tenemos que los momentos
pueden expresarse en funcién de las trazas de la matriz hamiltoniana como

1 k
~Tr(H"), (9.14)

puesto que las trazas son invariantes bajo cambios de la base de estados.
Podemos escribir estas trazas en funcién de los elementos de matriz de
H,

My(H) =

Z i1i2 1213 s Hik_lik-Hikil' (915)
11,e00lg
Y de esta manera vemos que las matrices tridiagonales presentan una
gran ventaja para llevar a cabo este calculo, ya que al ser nulos la mayoria
de sus elementos las sumas a realizar se reducen considerablemente. Este
hecho junto con la propiedad de simetria de las matrices (H;; = H;;) permite
obtener expresiones relativamente sencillas para las primeras trazas y, por
tanto, para los primeros momentos de la densidad:

= Zai ( )
Tr(H?) = (af +207) (9.17)
Tr(H?) = (o + 36} (s + ;1)) (9.18)
Tr(HY) = (o] + 28! + 4818}y + of + o] 4 + 1)) (9.19)
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Para calcular los momentos medios necesitamos entonces conocer los pro-
medios de los distintos productos de elementos afﬁf . El promedio de los
elementos diagonales vale cero para todos ellos, a; = 0, como comprobare-
mos en las siguientes secciones. Por tanto, el valor medio de las trazas Tr(H)
y Tr(H?) se anula. Es facil ver que, en general, se anulan todas las trazas de
orden impar.

Ademads, consideraremos una aproximacién que hara que el calculo sea
mas sencillo. Se trata de despreciar por completo las fluctuaciones. Estas en
principio aportan contribuciones no nulas al calculo de los momentos medios.
Por ejemplo, aunque el valor medio de los elementos diagonales (y de sus
potencias impares) sea cero, no lo es el valor medio de las potencias pares

de los mismos. a? es la desviacién tipica de un elemento y, segin veremos
en distintos casos, es distinta de cero. Sin embargo, veremos también que
las fluctuaciones son muy pequenas y, por tanto, la contribucién de estas
desviaciones y sus potencias serd también muy pequena.

Despreciando las fluctuaciones podemos considerar que
of =@ =0 (9.20)

=5 (9.21)

lo que simplificard los cdlculos, como veremos a continuacion.
Calcularemos los dos primeros momentos de orden par. En primer lugar,
la traza media de orden 2 queda, tras realizar la aproximacién descrita,

Tr(H?) =2 B/ (9.22)

=2

Ahora, utilizamos la expresiéon (9.7) para la parte suave de los elementos no
diagonales y escribimos

A 2“ (1) s _, — L (Y (L losti/d)
=23 (0 (3) ) =23 1 (3) (75|
(9.23)
El siguiente paso es convertir el sumatorio en una integral, que serda mas
facil de calcular. Para ello hacemos el cambio de variable j = i/d, de manera
que los incrementos entre los valores que toma el indice en la suma sean muy

pequenos (Aj = 1/d), lo que nos permite realizar la aproximacién de pasar
al limite continuo:

1 . 1
____ 1 1
Tr(H?) =24 3 {1-;‘” (1+%>} 22ad/ [1-:& (1+£§2)} dz.
0

j=1/d
(9.24)
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El resultado de esta integral es

1+ (b* +b)logd

Tr(H?) = 2ad ) 2

M) = 2 ) log d (9:25)
Y el momento medio de orden 2 es entonces
— 1+ (b*+b)logd

My =2 . 2

2= "2 12 + 1) logd (9:26)
La traza media de orden 4 es
d

Tr(HY) =Y (25, +45; B ), (9.27)

=2

y utilizando la expresién (9.7) la escribimos de la siguiente manera:
| 2
0g

Tr(HY) = 1— (L
. Z ( ( > log d)
*logi z + 1 *log(i + 1)
4a? 1— (- — 9.28
+aa ; ( logd ( log d ( )

Desarrollando los productos,

LG

logi  (i+1)"log i(i +1)\" logilog(i + 1)
2 — p—
a Z[ ( ) logd ( ) logd ( d? (log d)?

(9.29)
Utilizando las aproximaciones
iG+1) i 1 (i ?
@2 d\d d)  \d)’
log(i + 1 log(i + 1 log (£ +1 log(i

logd logd B logd logd

para dimension d grande, y reagrupando términos,

(3 (e 3 (2 o ey
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De nuevo, con el cambio de variable j = i/d las sumas pueden aproximarse

con integrales,
1 2 1
1 1
1+/332b 1—|—ng d:c—2/ z? 1+ng dz
0 logd 0 log d

(9.32)

Tr(HY) ~ 6ad

y el resultado final para el momento medio de orden 4 es

T 6a2{1 2 +logd(1 + 2b)(logd + 2blogd — 2) (1+b)logd—1}
4:

(14 2b)3(logd)? (14 0b)?logd
(9.33)

Las expresiones 9.26 y 9.33 relacionan los momentos medios, de orden
2 y 4, que caracterizan la densidad de estados, con la forma de la matriz
tridiagonal correspondiente a través de los pardametros de ajuste, a y b, a
la férmula (9.7). Es decir, conociendo sélo los dos pardmetros que se han
utilizado para caracterizar la forma de la matriz tridiagonal podrian calcu-
larse los momentos de la densidad, siempre que supongamos aceptables las
aproximaciones consideradas. En la seccién 9.3.1 comprobaremos si esto es
asi calculando los momentos medios en distintos casos como promedios de
los momentos de cada matriz y utilizando las expresiones obtenidas.

En cuanto a las fluctuaciones en los elementos de matriz nos interesard te-
ner una medida de su tamano, que calcularemos como

R
1
oo(i) = EZ< o — a2 =12 d (9.34)
k=1
R
op(i) = EZ(W g =23 . d, (9.35)
k=1

es decir, como la desviacion de cada elemento promediada sobre la colectivi-
dad. Nétese que la parte suave es distinta para cada miembro de la colecti-
vidad, como indica el superindice (k), ya que no viene dada por el elemento
medio sino por un ajuste individual de cada matriz. El tamano de las fluc-
tuaciones es el parametro que se pretende relacionar con el andlisis de la
estadistica espectral tradicional.

Por ultimo, en las colectividades embebidas, a diferencia de las colectivi-
dades clasicas, existen correlaciones entre sus elementos de matriz. En este
trabajo estudiaremos la posible influencia de estas correlaciones en los mo-
delos tridiagonales, ya que hasta el momento no se le ha prestado mucha
atencion a este aspecto. El analisis de estas correlaciones se realizara me-
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diante las matrices de correlacién definidas como sigue

k k)Sy\, (k k)S
co - Ly~ @7 —am Dl — o)) 9.36)
7 R& 0a(i)oa(]) '
para los elementos diagonales,
k k)Sy / o(k k)S
oo _ L= 87 =877 - )
p==> T (9.37)
R as(i)os(7)
para los elementos no diagonales y
k k)Sy / olk k)S
Caﬁ_liwﬁ—aﬁxﬁ;)—ﬁ;)) 0.38)
v TR 02 (0)75(7) |

para las correlaciones cruzadas entre elementos diagonales y no diagonales.

9.2. Rango de la interaccion

En esta seccién estudiaremos la evolucién de la representacién tridiagonal
de las colectividades embebidas con el rango de la interaccién, k. Para ello
consideramos diferentes colectividades con valores distintos de sus parame-
tros. Los resultados son similares en todos los casos y, por tanto, se presentan
a continuacién los correspondientes a uno de ellos cuyos pardmetros son los
siguientes:

= Numero de particulas: N =6

= Numero de niveles del espectro de particula independiente: m = 12
» Dimensién del espacio: d = C(12,6) = 924

» Numero de realizaciones (matrices por colectividad): R = 2000

En las tres secciones siguientes presentamos los resultados para la parte
suave, las fluctuaciones y las correlaciones entre los elementos de las matrices
tridiagonales.

9.2.1. Parte suave

En la figura 9.3 se muestra la densidad media junto con la matriz tridia-
gonal promedio para las colectividades EGOE(k) con k = 2 — 6. En primer
lugar, se observa la transicion de la densidad desde una forma gausiana en
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Figura 9.3: A la izquierda densidad de estados media y a la derecha matriz
media (azul) junto con el ajuste de los elementos no diagonales a la funcién
(9.7) (rojo) de las colectividades EGOE(k), para k = 2 — 6.
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Figura 9.4: Elementos no diagonales medios (circulos azules) junto con el
ajuste (linea roja) a la funcién (9.7) de la colectividad EGOE(2).

k = 2 hasta el semicirculo de Wigner en k£ = 6, como era de esperar. En
segundo lugar, puede apreciarse una clara relacion entre la densidad media
v la correspondiente matriz tridiagonal media.

La representacion de la matriz media estd constituida por dos curvas de
puntos, que se corresponden con los elementos diagonales medios a; y los
elementos no diagonales medios (3;. Los diagonales siguen una ley practica-
mente constante e igual a cero y los no diagonales son los que presentan una
clara correlacién con la densidad media.

Asi, la parte suave de los elementos de matriz puede ser descrita por una
funcién constante para los diagonales y la funcién (9.7), que presentamos en

la seccién anterior
. b .
— 1\ logi
;= 1—1(-= , 9.39
=@ ( (d) log d> (9:39)

para los no diagonales, que, como puede observarse en la figura, proporciona
un ajuste bastante bueno a lo largo de toda la transicién. En la figura 9.4,
en la que se representa el caso EGOE(2) ampliado, puede apreciarse mejor
dicho ajuste.
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g

by

Sy O = W N &

1.4871 = 0.0006
1.0832 + 0.0003
1.0023 £ 0.0001
0.9948 £ 0.0001
0.9942 £ 0.0001

0.3459 £ 0.0003
0.6983 £ 0.0004
0.8380 £ 0.0003
0.8534 £ 0.0003
0.8545 £ 0.0003

Tabla 9.1: Parametros del ajuste de los elementos de matriz no diagonales
medios a la funcién (9.7).

k Qaq bd

2| 6.65£0.03 | 0.399£0.006
31 439+£0.01 | 1.2934+0.008
4 14.049£0.008 | 1.771 £ 0.008
5 | 4.014 £0.009 | 1.832 £ 0.008
6| 4.04+0.01 1.82£0.01

Tabla 9.2: Pardmetros del ajuste de la densidad inversa media a la funcién
(9.7).

En la tabla 9.1 se presentan los valores de los parametros de los ajustes
realizados. Se utiliza el subindice ¢ para distinguir estos parametros de ajuste
a la matriz tridiagonal de los correspondientes al ajuste a la densidad inversa
que se realizaran a continuacién, para los que utilizaremos el subindice d. El
comportamiento del parametro b;, como senalamos anteriormente, nos indica
cémo va variando la forma de la curva: toma el valor mas pequenio en el caso
k = 2, en que la densidad es mas parecida a una gausiana, y va creciendo
a medida que k aumenta y la forma de la densidad se acerca al semicirculo.
El pardametro a; toma valores préximos a 1 debido a que se ha llevado a
cabo previamente a los ajustes una normalizaciéon en las matrices medias
de manera que todas las curvas coincidan en la medida de lo posible para
que después el tamano de las fluctuaciones pueda compararse directamente
entre unas y otras. Esta normalizacién, que se explicard en més detalle en
la siguiente seccién, consiste basicamente en dividir todos los elementos de
matriz medios por una medida de la anchura de la densidad correspondiente,
que tomamos como el momento de orden 2 de la misma.

A continuacién trataremos de investigar la relacion entre la férmula para
el ajuste de la matriz tridiagonal (9.7) y la densidad de estados correspon-
diente. Para ello nos proponemos comparar los pardametros a; y b; del ajuste
de la matriz tridiagonal con los parametros ay y by que resulten del ajuste de
la densidad a la inversa de la funcién (9.7). Pero dado que la funcién (9.7) no
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Figura 9.5: Ajustes lineales de los parametros aq y by correspondientes a la
inversa de las densidades frente a los pardmetros a; y b; correspondientes a
las matrices tridiagonales.

puede invertirse analiticamente lo que haremos serd ajustar la inversa de la
densidad a la funcién, es decir, tomando una de las mitades de la densidad
realizamos el ajuste abscisas vs. ordenadas a la funcion.

Antes de realizar este ajuste es necesaria una correccién. La funcién (9.7)
toma valores positivos para ¢ = 1,2,...,d — 1 que van decreciendo hasta
anularse en ¢ = d, como corresponde al comportamiento de los elementos no
diagonales de la matriz tridiagonal. Por tanto, para poder ajustar la densidad
inversa a esta funcién debemos adaptar el dominio al intervalo [1, d] mediante
un cambio de escala. Se trata del mismo tipo de cambio que se explicé en
la seccién 9.1 con el ejemplo de una densidad gausiana, para llegar de la
expresion (9.9) a la expresién (9.10). En ese caso los factores necesarios eran
la dimensién de la matriz d y el valor maximo de la densidad, 1/(v/270). En
este caso el valor maximo de la densidad se obtiene numéricamente. Adema4s,
para que la comparacién sea coherente, logicamente se ha de llevar a cabo
en la densidad inversa el mismo tipo de normalizacién que se realizo en la
correspondiente matriz tridiagonal.

Los parametros que resultan de estos ajustes, aq y by, se muestran en la
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tabla 9.2. Para compararlos con los parametros de los ajustes a las matrices
tridiagonales medias, a; y b;, los representamos en una grafica. En la figura
9.5 tenemos a la izquierda ay frente a a; y a la derecha by frente a b;. Am-
bos presentan un claro comportamiento lineal. Si realizamos ajustes lineales
obtenemos

ag = (5.35£0.13)a; + (—1.32 + 0.14) (9.40)
by = (2.81 + 0.11)b; + (—0.59 & 0.08). (9.41)

El andlisis de este resultado nos permite establecer varias conclusiones im-
portantes. En primer lugar, la relacién que podiamos intuir entre la matriz
tridiagonal y la densidad de estados a la vista de la figura 9.3 se concre-
ta en las ecuaciones anteriores. Podemos pensar que no disponemos de un
conjunto de puntos demasiado grande como para poder asegurar con rotun-
didad que existe una relacién lineal entre los parametros. La colectividad
EGOE(k) evoluciona rapidamente desde k = 2 hacia la colectividad GOE,
que se corresponde con EGOE(6), de manera que EGOE(4) es ya practica-
mente GOE y es por esto por lo que los tres iltimos puntos (k = 4,5,6) son
practicamente coincidentes. Sin embargo, veremos mas adelante en el estudio
de la introduccion gradual de la interaccién a dos cuerpos, en el que es posi-
ble tener un mayor niimero de puntos, como aparecen de nuevo claramente
estas relaciones lineales.

Una segunda conclusion muy importante que puede extraerse a partir
de las ecuaciones (9.40) y (9.41) es la siguiente: la matriz tridiagonal y la
densidad tnversa correspondiente no estdan relactonadas mediante un simple
cambio de escala. Si fuese asi las relaciones entre los parametros del ajuste
deberian ser de la forma

aqg = kay (9.42)
bd - bt, (943)

siendo k£ una constante. Esto es lo que ocurre en el caso comentado ante-
riormente en la seccion 9.1, para una matriz cuya densidad de autovalores
es gausiana. Concretamente, analizando en mas detalle este caso se puede
comprobar que la densidad gausiana inversa, convenientemente reescalada,
coincide con la correspondiente matriz tridiagonal si se divide por un factor
2. Es decir, que la relacién entre los pardametros aqy y a; seria en este caso
aq = 4a; (teniendo en cuenta la raiz que aparece en la férmula de ajuste (9.7),
Vaq = 2y/a;). En la figura 9.6 queda ilustrado este ejemplo, donde los puntos
representan la matriz tridiagonal y la linea la densidad inversa dividida por
2.

En cambio, queda claro que esto mismo no ocurre para los casos EGOE(k)
que estamos tratando aqui. Existe una relacién entre matriz tridiagonal y
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Figura 9.6: Elementos no diagonales de una matriz tridiagonal con densi-
dad de autovalores gausiana (puntos) junto con la correspondiente densidad
inversa dividida por un factor 2 (linea roja).
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Figura 9.7: Elementos no diagonales de la colectividad EGOE(6) (azul) junto
con ajustes a la férmula (9.7) (rojo) y a la inversa del semicirculo (verde).

129



130 Resultados

densidad inversa pero no es tan sencilla como en el caso de la gausiana. En
la figura 9.7 se muestra de nuevo el promedio de la matriz tridiagonal corres-
pondiente a la colectividad EGOE(6) junto con el ajuste a la férmula (9.7)
y ademas, un ajuste a la inversa de un semicirculo. Como puede observarse,
no hay ninguna constante de proporcionalidad que pueda hacer coincidir la
matriz tridiagonal con su correspondiente densidad inversa.

9.2.2. Fluctuaciones

Realizamos la medida del tamano de las fluctuaciones en los elementos
de las matrices tridiagonales mediante las expresiones (9.34) y (9.35). Lo
que pretendemos es comprobar si existe una relacion entre este tamano y las
fluctuaciones espectrales analizadas mediante el procedimiento habitual con
estadisticos. En esta transicion con el rango k de la interaccion sabemos que
en todos los casos la estadistica espectral sigue la predicciéon del GOE (pre-
sentaremos el correspondiente andlisis mas tarde para comprobar que todo
es correcto), por tanto, esperamos no encontrar diferencias fundamentales en
el tamano de las fluctuaciones en los elementos de matriz entre las distintas
colectividades estudiadas aqui.

Para realizar el calculo a partir de las expresiones (9.34) y (9.35) nece-
sitamos conocer la parte suave de los elementos de matriz para cada uno
de los miembros de la colectividad. Esta sera calculada mediante ajustes a
las funciones apropiadas. La funcion que elegimos para el ajuste de los ele-
mentos no diagonales es légicamente la expresién (9.7). Para los elementos
diagonales podria emplearse una funciéon constante, pero dado que se ha ob-
servado en algunas matrices de las colectividades con valores de £ méas bajos
una tendencia a curvarse ligeramente en los primeros elementos elegimos un
polinomio para los ajustes en este caso. Un grado 5 es suficientemente alto
para reproducir las pequenas desviaciones y suficientemente bajo, dada la
dimension de las matrices utilizadas, como para no ser un ajuste demasiado
fino que haga perder parte de las fluctuaciones.

En la figura 9.8 se muestra el tamano de las fluctuaciones de los elementos
de matriz calculado mediante las expresiones (9.34) y (9.35) y la matriz media
con una anchura dada por dichas expresiones, es decir, @; £0,(7) y Eiag(i).
Observando esta tltima representacién podriamos decir que el tamano de las
fluctuaciones es practicamente constante para todos los elementos y constante
a lo largo de la transicién con k. Ademas, se puede ver que las fluctuaciones de
los elementos diagonales son mayores que las de los elementos no diagonales.

En las figuras en las que se representan tnicamente o,(7) y og(i) (colum-
na derecha) se observa, en cambio, que hay una diferencia en la regién de los
primeros elementos, donde las fluctuaciones son ligeramente mayores y van
decreciendo suavemente al aumentar k. Por otro lado, si realizamos un pro-
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Figura 9.8: Matriz media en azul con su anchura dada por el tamano de las
fluctuaciones en sus elementos en rojo (izquierda). Tamafio de las fluctuacio-
nes dado por las expresiones (9.34) en azul y (9.35) en rojo (derecha).
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Ta 05 | 0a/0s
0.0474 | 0.0238 | 1.996
0.0466 | 0.0231 | 2.015
0.0464 | 0.0231 | 2.013
0.0464 | 0.0231 | 2.010
0.0464 | 0.0230 | 2.015

S T = W N &

Tabla 9.3: Valores medios del tamano de las fluctuaciones calculados median-
te las expresiones (9.44) y (9.45) y su cociente.

medio de las fluctuaciones sobre todos los elementos vemos que se obtienen
valores muy parecidos durante toda la transicion:

00 =5 Z 0o (1) (9.44)

75 = Z 0(i) (9.45)

Estos se muestran en la tabla 9.3. En la tercera columna de esta tabla
se muestra el cociente entre los valores medios 7,/d5 y puede verse que
este es muy proximo a 2 en todos los casos. Ademas, no soélo el cociente
promedio es préximo a 2 sino que el cociente elemento a elemento o,(7)/03(7)
también lo es, como puede observarse en la figura 9.9. En esta figura la
curva correspondiente a k = 2 estd en su posicion correcta y el resto estan
desplazadas 0.5 unidades cada una respecto de la anterior para que puedan
distinguirse.

Otro detalle muy importante a tener en cuenta para un célculo correcto
del tamano de las fluctuaciones es la normalizacién de la matriz media. En
la figura 9.8 esta ya ha sido llevada a cabo, pero se explica en este momento
en que se puede comprender mejor su relevancia. Esta normalizacion es ne-
cesaria para que sea posible comparar los tamanos de las fluctuaciones entre
distintas colectividades, ya que las fluctuaciones han de estar referidas a un
promedio comun para poder discernir cudales son significativamente mayores.
En la figura 9.8 puede verse que la escala es la misma para la matriz media
de todas las colectividades. Antes de la normalizacién esto no es asi y, por
ejemplo, la escala del EGOE(4) es mayor que la del EGOE(2) (aproximada-
mente un factor 2) y si el tamano de las fluctuaciones resulta ser mayor para
EGOE(4) que para EGOE(2) no puede saberse si es una diferencia realmente
significativa o un efecto de la escala.

Segtn se ha visto en la seccion anterior, existe una estrecha relacion entre
la forma de la densidad de estados y la forma de la curva de los elementos
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Figura 9.9: Cociente del tamano de las fluctuaciones de los elementos diago-
nales y los elementos no diagonales, 0,(i)/03(7). Cada curva estd desplazada
0.5 unidades respecto de la anterior para que puedan distinguirse. De abajo
arriba: k =2, 3, 4, 5, 6.

no diagonales de la matriz tridiagonal. Por tanto, podemos utilizar como
pardmetro de normalizacién de la escala de la matriz media una parame-
tro que caracterice la anchura de la densidad de estados media. La eleccién
natural es el segundo momento, que da una medida de la anchura puesto
que el primer momento es nulo en todos los casos. Este puede calcularse
directamente a partir de la matriz tridiagonal media:

d d
M, = % (Z @’ +2 ZEQ> . (9.46)
i=1 =2

La anchura, es decir, el factor de normalizacién utilizado, serfa /M. Asi,
la anchura de las nuevas densidades normalizadas seria la misma para todas
ellas (M} = 1). Una vez normalizadas las matrices medias convenientemente,
el tamano de las fluctuaciones calculado mediante (9.34) y (9.35) se normaliza
con el mismo factor y el resultado es el que aparece en la figura 9.8 1.

'En los trabajos de Zuker et al. no existe este problema ya que se trata de un enfoque
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Figura 9.10: En el panel superior, elementos diagonales de una matriz indivi-
dual perteneciente a la colectividad EGOE(2) en azul, junto con los elementos
medios y anchura media (&; +0,(7)) en rojo. En el panel inferior, los elemen-
tos de la matriz individual se han desplazado para centrarse en los elementos
medios.

Respecto a la representacién de las colectividades mediante la matriz
tridiagonal media con su anchura queda un aspecto muy importante a senalar.
Sabemos que las colectividades EGOE(k) no son ergddicas en general. En
nuestro caso el EGOE(6) se corresponde con la colectividad GOE, que es
ergédica, y la ergodicidad se va perdiendo en la transicién hacia el EGOE(2).

Podemos decir entonces que las curvas presentadas en la figura 9.8 (colum-
na izquierda) no son representativas de la colectividad de la misma manera
en el caso £k = 6 que en el resto de los casos, en el sentido siguiente: si
representamos una matriz cualquiera de la colectividad EGOE(6) sobre la
figura correspondiente a su media y anchura veremos claramente que los ele-
mentos de la matriz individual fluctiian en torno a la matriz media en una
banda dada por la anchura representada. En cambio, si hacemos esto mismo

distinto en que se toma una parte suave comun y se construyen distintas colectividades
variando sélo el tamarfio de las fluctuaciones (MOLINA et “al., 2005; RELANO et “al., 2006).
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k v Q

210955 <+ 0.005|1.076 =+ 0.002
310954 + 0.005|1.074 + 0.002
41095 <+ 0.003]1.072 + 0.003
510952 + 0.002|1.072 =+ 0.003
610954 + 0.004|1.072 =+ 0.003

Tabla 9.4: Pardmetro de Brody para la distribuciéon de espaciamientos a
primeros vecinos, v, y exponente « del ajuste lineal del espectro de potencias

de la §,, de las colectividades EGOE(k).

con una matriz cualquiera de la colectividad EGOE(2) veremos que los ele-
mentos representados fluctiian en una banda del mismo tamano que el de la
anchura representada pero muy probablemente centrada en una curva media
ligeramente distinta.

Como ejemplo ilustrativo se representa en la figura 9.10 una matriz in-
dividual perteneciente a la colectividad EGOE(2) junto con la media y an-
chura de la misma manera en que se representaron en la figura 9.8. Se to-
man tnicamente los elementos diagonales ya que al ser la escala mas uni-
forme puede apreciarse mejor su comportamiento. Como puede verse en el
panel superior, la parte suave de la matriz individual no coincide con la ma-
triz media de la colectividad, y sélo realizando el desplazamiento adecuado
(A=1/d) .(a; —@;)) pueden ambas coincidir (panel inferior).

En este punto debemos preguntarnos cuél es la importancia de la no ergo-
dicidad en la forma tridiagonal de las colectividades para el posterior analisis
de fluctuaciones. Volveremos sobre esta cuestién en la siguiente seccion, una
vez hayamos analizado las correlaciones entre los elementos de matriz y ten-
gamos ya una descripcién completa de las colectividades.

El analisis tradicional de fluctuaciones espectrales revela que estas siguen
la prediccion del GOE durante toda la evolucién con k, como esperabamos.
Los estadisticos utilizados para el andalisis en este caso son, para las correla-
ciones de corto alcance, la distribucion de espaciamientos a primeros vecinos
y, para las correlaciones de largo alcance, el estadistico d,,. En la tabla 9.4 se
muestran los valores del parametro de Brody, v, resultados del ajuste de la
distribucién de espaciamientos a primeros vecinos a la distribucién de Brody
(3.11). El valor predicho para la colectividad GOE es v = 0.957 (BRODY
et "al., 1981). Se muestran ademads los valores del exponente «, resultado del
ajuste lineal de la regién de bajas frecuencias del espectro de potencias de
la d,, y puede verse que son muy préximos a 1, como corresponde a los siste-
mas cadticos. En la figura 9.11 se muestra la distribuciéon de espaciamientos,
P(s), y la distribucién integrada, I(s) = [ P(z)dz, junto con la curva tedri-
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Datos ——
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Poisson
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Figura 9.11: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos de la colecti-
vidad EGOE(2) junto con el ajuste a la funcién de Brody y las curvas tedricas
correspondientes a GOE y Poisson. En el panel de la izquierda la distribucion
integrada I(s) y en el de la derecha la distribucién P(s).

0 0.5 1 15 2 2.5 3
log k

Figura 9.12: Representacion del espectro de potencias correspondiente a la
colectividad EGOE(2) junto con las curvas tedricas para GOE (verde) y
Poisson (rojo).
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ca para GOE y el ajuste a la distribucion de Brody y en la figura 9.12 se
representa el espectro de potencias de la ¢, junto con la prediccion tedrica
para GOE en el caso k = 2. Ambas curvas son practicamente idénticas en el
resto de los casos, k = 3 — 6.

9.2.3. Correlaciones

Llevamos a cabo la medida de la correlacién que puede existir entre los
diferentes elementos de matriz de la forma tridiagonal de las colectividades
EGOE(k) por medio de la construccién de matrices de correlacion.

Asi, para los elementos diagonales utilizamos la expresién (9.36) y calcula-
mos el elemento Cf; de la matriz de correlacién, que nos indica la correlacion
que existe entre el elemento o; y el elemento a;. Andlogamente, utilizamos la
expresion (9.37) para los elementos no diagonales y el elemento Ciﬁj nos indi-
ca la correlacion entre los elementos 3; y 3;. Para las correlaciones cruzadas
utilizamos la expresion (9.38) y el elemento C’iaj’g nos indica la correlacion que
existe entre el elemento diagonal «; y el elemento no diagonal 3;. Es necesa-
rio tener en cuenta la siguiente condicién impuesta por la Estadistica [ref]: el
nimero R de miembros o realizaciones debe ser mayor o igual que el niime-
ro de variables (nimero de elementos diagonales + ntmero de elementos no
diagonales). En este caso R = 2000 > 1847.

De esta manera construimos las tres matrices de correlacidon para cada
uno de los casos k = 2,3,4,5 y 6. Comenzamos por el caso k = 6, es de-
cir, EGOE(6), que coincide con la colectividad GOE, en la que todos los
elementos de matriz son independientes y puede servirnos, por tanto, como
referencia. Tedricamente en este caso todos los elementos de la tres matrices
de correlacion (excepto los diagonales, que valen 1 por definicién) deberfan ser
nulos, ya que no existe correlacion entre ningtin par de elementos de matriz.
Sin embargo, el calculo de los elementos de las matrices de correlacion conlle-
va un promedio sobre la colectividad, y cuando en la practica este promedio
se realiza sobre una muestra finita se obtienen solo valores aproximados.

Asi, el calculo de las matrices de correlacién para la colectividad EGOE(6)
da como resultado valores para sus elementos que son muy pequenos aunque
no todos nulos. Concretamente, con la estadistica utilizada (R = 2000 miem-
bros por colectividad) los valores de los elementos estan contenidos en una
banda de anchura aproximada 0.2 en torno al valor 0, es decir, para la mayor
parte de los elementos se cumple |C;;| < 0.1. Como la estadistica utilizada
es la misma en todos los casos, esto nos permite descartar como ruido las
bandas de este tamano que aparezcan en el resto de las matrices de correla-
cién analizadas. En la figura 9.13 se muestra como ejemplo la matriz CZ. de
correlaciones entre elementos no diagonales. Se han representado todos los
elementos, excepto los diagonales C’g = 1, uno a continuacién de otro por
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X 105

Figura 9.13: Elementos de la matriz de correlacion CZ correspondiente a
la colectividad EGOE(6) representados por filas, eliminando los elementos
diagonales ij. = 1.

filas.

Consideramos ahora las correlaciones cruzadas en las distintas colectivi-
dades. Las matrices de correlacion que se obtienen son en todos los casos
de la misma forma que para el caso EGOE(6), es decir, podemos considerar
que todo en ellas es ruido y descartamos asi la existencia de correlaciones
cruzadas entre los elementos diagonales «; y los elementos no diagonales f3;
de las matrices tridiagonales en todos los casos.

En las matrices de correlacion para elementos diagonales y para elementos
no diagonales si se observa una estructura de correlacion en el caso k = 2,
que va desapareciendo en la transicién con k hasta perderse finalmente en el
ruido que queda en el caso extremo sin correlaciones k£ = 6. Para tener una
idea de cémo es la estructura de correlacién hacemos una representacion de
las matrices en tres dimensiones: en los ejes x e y representamos los indices
1y j de la fila y columna de la matriz y en el eje z el valor de cada elemento
C;j. Por definicién, los elementos diagonales de las matrices de correlacion,
Cii, valen 1, como puede verse facilmente en las expresiones (9.36) y (9.37).
Las matrices son simétricas y, por tanto, representaremos solamente una de
las mitades.

En la figura 9.14 se representa la matriz de correlacién Cj; correspon-
diente a los elementos diagonales en el caso k£ = 2. La primera subdiagonal
estd formada por los elementos que corresponden a las correlaciones a pri-
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Figura 9.14: Elementos de la matriz de correlacion Cf; correspondiente a
la colectividad EGOE(2) en una representacion tridimensional: los indices
de fila y columna corresponden a los ejes x e y y el valor del elemento se
representa en el eje vertical. Aparecen remarcadas en rojo las correlaciones a
primeros vecinos, en verde las correlaciones a segundos vecinos y en amarillo
las correlaciones a terceros vecinos.

meros vecinos (Cf, [i — j| = 1) y aparece remarcada con circulos rojos. La
siguiente diagonal, correspondiente a las correlaciones a segundos vecinos
(5,17 = j| = 2), aparece remarcada con circulos verdes. Y la siguiente, que
corresponde a las correlaciones a terceros vecinos (Cf, |i — j| = 3), remarca-
da con circulos amarillos. Asi, podemos observar que existen correlaciones a
primeros vecinos que presentan una tendencia decreciente con el indice con-
tador de los elementos, es decir, la correlacién es mayor entre los primeros
elementos, aq,as,as,... y va decreciendo hasta practicamente desaparecer
en los ultimos elementos, ...,aq 9,4 1, q. Existen también correlaciones
a segundos vecinos, que son ligeramente menores y presentan la misma ten-
dencia decreciente con el indice contador de los elementos. Las correlaciones
a terceros vecinos son aun menores y asi continia esta tendencia decreciente
con la distancia entre elementos hasta que la matriz de correlaciéon presenta
un aspecto plano similar al del caso sin correlaciones.

Si representamos la matriz de correlacién correspondiente a los elementos
no diagonales Cg. en este mismo caso k = 2 observamos una estructura muy
similar al caso de los elementos diagonales. Y representando ambas matrices,
Coy Cg, a lo largo de la transicion con k vemos como las correlaciones
van desapareciendo suavemente, la intensidad de las mismas va decreciendo
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Figura 9.15: Elementos de la matriz de correlacién Cy; correspondiente a la
colectividad EGOE(3) en una representaciéon tridimensional (ver pie de la
figura 9.14).

y asi la estructura se va perdiendo (en la figura 9.15 se muestra el caso
intermedio & = 3) hasta llegar al aspecto completamente plano del caso
k = 6 ya descrito. Una representacién tridimensional de este 1ltimo caso
puede verse en la figura 9.16.

9.2.4. El modelo

Llegados a este punto, una vez analizadas las distintas caracteristicas
de la forma tridiagonal de las colectividades EGOE(k), podemos plantearnos
construir un primer modelo sencillo de colectividades tridiagonales y compro-
bar si es capaz de reproducir las propiedades de las colectividades originales.
Concretamente, nos interesa reproducir correctamente el tipo de fluctuacio-
nes espectrales, que es la propiedad que distingue unos sistemas de otros
en caos cuantico. Estudiaremos también cémo se comporta la densidad de
estados.

En primer lugar analizamos la importancia de las correlaciones. Para ello
construimos colectividades de matrices tridiagonales cuyos elementos sean
variables aleatorias independientes. Es decir, para cada miembro de cada
colectividad generamos d variables aleatorias independientes para los ele-
mentos de matriz diagonales, ay, s, ..., aq, y (d — 1) variables aleatorias in-
dependientes para los elementos de matriz no diagonales, s, 33, ..., 84. Las
tomaremos como variables gausianas cuyas medias y desviaciones vendran
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Figura 9.16: Elementos de la matriz de correlacion Cf; correspondiente a la
colectividad EGOE(6) en una representacién tridimensional (ver pie de la
figura 9.14).

dadas por los valores medios y desviaciones calculados previamente a partir
de las colectividades originales mediante las expresiones (9.3), (9.4), (9.34) y
(9.35), es decir, los que aparecen representados en la columna izquierda de
la figura 9.8.

De esta manera se construyen 2000 matrices tridiagonales para cada una
de las colectividades, y realizando el correspondiente analisis de fluctuaciones
espectrales el resultado es practicamente indistinguible del obtenido con las
colectividades originales. Los estadisticos calculados (distribucién de espacia-
mientos a primeros vecinos, P(s), y espectro de potencias del estadistico d,,)
siguen en todos los casos la prediccion tedrica para GOE. En la tabla 9.5 se
muestran los valores del parametro de Brody para estas nuevas colectivida-
des generadas sin correlaciones, asi como el exponente « resultado del ajuste
lineal del espectro de potencias de la 9,,. Puede verse que son perfectamente
compatibles (las diferencias son del orden del 1%) con los correspondientes
a las colectividades originales, que aparecen en la tabla 9.4.

De este resultado podemos concluir que las correlaciones no constituyen
un aspecto crucial de este modelo de colectividades EGOE(k) en forma tri-
diagonal, por lo que a las fluctuaciones espectrales se refiere. Es decir, que
seria posible construir colectividades de matrices tridiagonales que reproduz-
can el tipo de fluctuaciones espectrales de estas colectividades embebidas de
una manera muy sencilla a partir inicamente de dos elementos: la parte sua-
ve de los elementos de matriz, que viene dada por la forma de la densidad
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k v «

210952 =+ 0.002|1.063 =+ 0.002
310957 + 0.004 | 1.066 =+ 0.003
410960 + 0.006|1.067 + 0.003
510955 =+ 0.003|1.064 =+ 0.003
610954 =+ 0.004|1.067 =+ 0.003

Tabla 9.5: Parametro de Brody para la distribucién de espaciamientos y
exponente « del espectro de potencias de la 6, de las colectividades EGOE(k)
generadas con el modelo sin correlaciones.

de estados, y el tamano de las fluctuaciones en dichos elementos, que segun
hemos visto, depende basicamente del tipo de fluctuaciones espectrales, ya
que no cambia practicamente a lo largo de la transicion.

A continuacién pasamos al estudio de la densidad de estados que se obtie-
ne a partir de estas colectividades generadas sin correlaciones. Dado que los
elementos de matriz, aunque independientes, se han generado de manera que
posean la misma parte suave que las colectividades originales, esperamos que
la densidad de estados sea también la misma que la original, ya que, segin
hemos visto, existe una estrecha relacién entre la forma de los elementos de
matriz y la forma de la densidad de estados.

Concretamente comparamos la densidad media de las colectividades, es
decir,

B = 2> g (B) (9.47)

Para ello calculamos la densidad de estados de cada miembro en un histo-
grama y realizamos el promedio sobre el total de R histogramas. Ademas,
obtendremos una medida de la dispersién con la desviacion tipica:

R
oi(E) = | Y _(¢(E) — g:(E))2. (9.48)

k=1

En la figura 9.17 se representa el histograma medio correspondiente a
la densidad de estados g(F) junto con dos histogramas més para indicar la
anchura dada por la desviacién tipica, es decir, g(F) £ o(F). En la columna
izquierda se muestran los resultados correspondientes a las colectividades
originales y en la derecha los correspondientes a las nuevas colectividades
generadas sin correlaciones.

Pueden observarse dos diferencias entre las gréaficas a la izquierda y a la
derecha, que van suavizandose al aumentar k hasta desaparecer en el caso
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Figura 9.17: Densidad media de las colectividades EGOE(k), para k = 2 —
6 (de arriba abajo), y su anchura, g(E) £ o(F), en la columna izquierda.
En la columna derecha, densidad media correspondiente a las colectividades
generadas sin correlaciones.
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k = 6. La primera se refiere a los bordes de los histogramas: en las colec-
tividades originales el decaimiento en los bordes es mas suave mientras que
en las colectividades sin correlaciones es mas brusco. La segunda estd en las
anchuras dadas por las desviaciones: estas son mayores en las colectividades
originales que en las nuevas. Esto puede entenderse facilmente si recordamos
el problema de la ergodicidad.

Las colectividades embebidas no son ergddicas para la densidad de esta-
dos. Esto quiere decir que la densidad media no es representativa de la parte
suave de la densidad para todos los miembros de la colectividad, sino que
ésta es en general distinta para cada uno de ellos. Por tanto, es légico que la
dispersion de la densidad sea mayor en un caso no ergodico que en uno que
si lo es. En nuestro caso en particular, las colectividades EGOE(k) no son
ergddicas para los valores mas bajos de k aunque van ganando ergodicidad al
acercarnos al caso k = N, que se corresponde con la colectividad GOE, que
st es completamente ergdodica. En cambio, las nuevas colectividades sin corre-
laciones se han generado utilizando la misma parte suave de la matriz para
todos los miembros y, por tanto, podemos decir que son ergddicas para la
densidad por construccién, siempre que aceptemos la hipdtesis de que existe
una relacién entre la parte suave de los elementos de matriz y la de la densi-
dad de estados. O bien, desde el otro punto de vista, podemos considerar este
resultado como una confirmacion de la existencia de esa relacién, ya que al
construir colectividades ergddicas en los elementos de matriz se observa que
éstas son también ergddicas para la densidad. En cualquier caso vemos que
esta puede ser la causa de la diferencia en la anchura de la densidad entre
las colectividades originales y las nuevas.

Para probar que el argumento es correcto puede hacerse una tltima com-
probacion. Consideramos el caso de menor ergodicidad, k£ = 2, e intentamos
construir una nueva colectividad sin correlaciones pero que conserve en la
medida de lo posible la no ergodicidad original. Para ello debemos tratar de
generar una parte suave distinta para cada miembro de la nueva colectividad.
Sabemos que la parte suave de los elementos no diagonales de las matrices
queda muy bien descrita por la funcién (9.7) y la de los elementos diago-
nales por los polinomios que se han utilizado. Por tanto, podemos utilizar
los parametros de los ajustes a cada matriz de la colectividad original para
generar la parte suave de cada miembro de la nueva colectividad, es decir,

utilizar
ﬁ(k)S — a1~ g o log i (9.49)
’ d logd '

ol = P({a”,j =0,...,5},4) (9.50)

como medias de las variables gausianas independientes con las que generamos
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Figura 9.18: Densidad media de la colectividad EGOE(2) y su anchura,
g(E)+o(E), alaizquierda. A la derecha, la densidad y anchura de la corres-
pondiente colectividad generada sin correlaciones y no ergédica.

cada elemento de matriz, donde el indice k indica el ntimero de orden del
miembro de la colectividad.

De esta manera conseguimos construir una colectividad tridiagonal EGOE(2)
sin correlaciones y no ergodica. Y realizando de nuevo todo el andlisis de
fluctuaciones espectrales obtenemos que estas continian reproduciendo la
estadistica predicha para GOE correctamente, y ademas la representacion
de la densidad media es mucho més parecida a la original que la anterior
colectividad sin correlaciones y ergddica. En la figura 9.18 se representa la
densidad con su anchura correspondiente a la nueva colectividad no ergédica
junto a la densidad de la colectividad original.

Como conclusion de este ultimo andlisis podemos indicar que las propie-
dades de ergodicidad de las colectividades tampoco constituyen un aspecto
fundamental para construir un modelo de matrices tridiagonales que repro-
duzcan correctamente el tipo de fluctuaciones espectrales en estas colectivi-
dades embebidas EGOE(k).

Y como conclusion de esta seccién 9.2 diremos que en el caso de las colecti-
vidades estudiadas aqui parece posible la construccion de un modelo sencillo
de colectividades tridiagonales que reproduzca correctamente las propieda-
des de la estadistica espectral, teniendo sélo en cuenta como es la forma de
la parte suave y las fluctuaciones de los elementos de matriz y generandolos
de manera independiente por medio de variables aleatorias, sin la necesidad
de tomar en cuenta las correlaciones entre ellos ni las propiedades de ergo-
dicidad caracteristicas de estas colectividades. Poder construir este tipo de
colectividades en su forma tridiagonal de una manera tan sencilla en lugar
de utilizar el método habitual construyendo la matriz de la interaccion a k-
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cuerpos para propagar después al espacio de N particulas, que es mucho mas
costoso, supone una gran ventaja.

Otro objetivo muy deseable seria poder establecer el tipo de fluctuaciones
espectrales de una determinada matriz hamiltoniana a partir de un analisis de
su forma tridiagonal, concretamente, de las fluctuaciones de los elementos de
matriz. En la siguiente seccion estudiamos una transicién en la que cambia
el tipo de estadistica espectral y, por tanto, podremos tratar este aspecto
y asi continuar con el estudio de la forma tridiagonal de las colectividades
embebidas para intentar construir un modelo mas completo.

9.3. Introduccién gradual de la interaccién a
dos cuerpos

Nos centramos en esta seccién en la transicion dada por el hamiltoniano
H=H)+ \H(2), (9.51)

que lleva, mediante la variacion del pardametro de control A, desde un sistema
de particulas sin interaccion (A = 0) a un sistema con interaccién a dos
cuerpos (A = 1), es decir, que pasamos de una estadistica espectral de tipo
Poisson, de acuerdo con el resultado de la Parte I, a una estadistica espectral
tipo GOE, segun se explicé en la introduccion de esta Parte.

Senalada ya anteriormente la importancia de este tipo de hamiltonianos
como modelo para la descripcién de sistemas de particulas en interaccion,
pasamos al andlisis de la forma tridiagonal de las colectividades de matrices
aleatorias a lo largo de la transicion, con el objeto de obtener una caracteriza-
cién de las mismas lo mas completa posible que nos permita la construccion
de un modelo sencillo de colectividades tridiagonales capaz de describir la
transicion entre los distintos tipos de estadistica espectral.

En este caso utilizaremos, por comodidad, un espacio de dimensiéon mas
pequena que en la seccién anterior, ya que el niimero de pasos que estu-
diaremos en esta transicion (nimero de valores distintos de \) es mayor
y el volumen de calculos necesarios es, por tanto, también mayor. Asi, los
parametros utilizados en este caso son los siguientes:

= Numero de particulas: N =6

Numero de niveles del espectro de particula independiente: m = 11

Dimensién del espacio: d = C(11,6) = 462

Ntmero de realizaciones (matrices por colectividad): R = 1000
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Figura 9.19: Matriz promedio para la colectividad EGOE(142) dada por el
hamiltoniano (9.51) para distintos valores del parametro A (izquierda) y las
correspondientes densidades de estados (derecha).

Los valores del parametro A para los que construimos colectividades son
A =0, 0.01, 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.7 y 1. El motivo del
barrido mas fino en los valores més bajos es que, tras una primera prueba, se
comprob6 que la estadistica espectral no cambia practicamente desde A = 0.1
hasta A =1, y es entre A = 0 y A = 0.1 cuando puede observarse claramente
la transicion.

En los siguientes apartados se organiza el estudio de las colectividades
tridiagonales de manera analoga a como se hizo en la secciéon anterior 9.2.

9.3.1. Parte suave

En la figura 9.19 se muestra la densidad media junto con la matriz tri-
diagonal media. En este caso se han representado las matrices sin normalizar
para que no se superpongan y puedan distinguirse mejor. Asimismo, las den-
sidades medias aparecen divididas por un factor, que es su valor maximo en
cada caso, para igualarlas en altura y asi poder observar mejor la relacion
que existe entre la densidad y la matriz tridiagonal. También para mayor
claridad se han eliminado los casos de los valores mas bajos de A, ya que las
curvas para todos ellos son précticamente coincidentes (esto nos indica que
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A ay Qg bt bd

0 |2477+£0.003 | 10.41 +0.04 | 0.0657 4= 0.0005 | 0.071 4 0.002
0.01 | 2.459 £ 0.003 | 10.43 +0.05 | 0.0682 4 0.0005 | 0.069 £ 0.003
0.02 | 2.461 £0.003 | 10.34 £0.04 | 0.0679 4+ 0.0005 | 0.073 4+ 0.002
0.04 | 2.449 £ 0.003 | 10.34 = 0.05 | 0.0696 4 0.0004 | 0.073 4 0.002
0.06 | 2.431 £0.003 | 10.42 +0.03 | 0.0721 4= 0.0004 | 0.068 £ 0.002
0.08 | 2.403 £0.002 | 10.10 £ 0.06 | 0.0761 4+ 0.0004 | 0.084 4+ 0.004
0.1 | 2.383£0.002 | 10.24 +0.05 | 0.0790 & 0.0003 | 0.075 4 0.003
0.2 | 2.233£0.002 | 9.6240.04 | 0.1028 &+ 0.0005 | 0.103 4+ 0.003
0.3 | 2.073£0.003 | 9.16+0.02 | 0.1334 &+ 0.0006 | 0.130 4 0.002
0.5 | 1.823£0.002 | 8.234+0.03 | 0.1954 4+ 0.0007 | 0.197 4+ 0.003
0.7 | 1.678 £ 0.002 | 7.85£0.05 | 0.2430 £ 0.0007 | 0.238 4 0.006

1 1.577£0.001 | 7.4040.04 | 0.2835 4 0.0007 | 0.279 4 0.005

Tabla 9.6: Parametros del ajuste de la matriz media y de la densidad inversa
media a la funcién (9.7).

en estos casos predomina ya claramente la parte a un cuerpo y la densidad
viene determinada bésicamente por esta parte). En los célculos que se des-
criben a continuacion se utilizan todos los valores de A de que se disponen y
se realizan las normalizaciones adecuadas ya descritas en la seccién anterior
referente a la evolucién con el rango de la interaccion.

De nuevo, la forma de los elementos de matriz no diagonales se ajusta con
la funcién (9.7) y los parametros de los ajustes realizados, a; y by, se muestran
en la tabla 9.6. Ademas, continuando con el propdésito de investigar la relacién
entre la matriz tridiagonal y la densidad, realizamos los correspondientes
ajustes de la densidad inversa media a la misma funcién (9.7) y mostramos el
resultado de estos ajustes, ag y by, en la misma tabla junto con los parametros
de los ajustes a la matriz tridiagonal.

Por otro lado hacemos una representacion grafica de los parametros, lo
que nos permite observar en la figura 9.20 el mismo comportamiento lineal
que habiamos observado en el caso anterior de la transicion con el rango de
la interaccion. Si realizamos los correspondientes ajustes lineales obtenemos

ag = (3.343 £ 0.067)a; + (2.18 + 0.15)
by = (0.969 £ 0.015)b, + (0.0042 % 0.0022)

(9.52)
(9.53)

Este resultado corrobora de nuevo la estrecha relacién existente entre
la representacion tridiagonal de la matriz hamiltoniana y su correspondien-
te densidad de estados. De nuevo se comprueba que la relacién no es tan
sencilla como en el caso de una densidad gausiana (figura 9.6). Esto seria
muy deseable, ya que conociendo la forma de la matriz tridiagonal se tendria
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Figura 9.20: Ajustes lineales de los parametros agq y by correspondientes a la
inversa de las densidades frente a los pardmetros a; y b; correspondientes a
las matrices tridiagonales.

automaticamente la de la densidad o viceversa. En el caso de la transicion
que aqui se estudia esto no es asi de sencillo pero de cualquier forma, puede
obtenerse informacién sobre una de las dos, densidad o matriz tridiagonal,
a partir de la otra. Es decir, constituye un primer paso en el modelo que
tratamos de construir.

Por tltimo, el ajuste de los elementos no diagonales medios a la expre-
sién (9.7) nos proporciona una manera de obtener valores aproximados de
los momentos de la correspondiente densidad. En la seccion 9.1 obtuvimos
expresiones para los momentos de orden 2 y 4 como funcién de los parame-
tros de ajuste a; y by (expresiones (9.26) y (9.33)). Podemos comprobar si
estas aproximaciones son razonables calculando los momentos medios como
promedios de los momentos de cada matriz (M") y utilizando las expresio-
nes obtenidas (Mf) Los resultados se muestran en la tabla 9.7. Los errores
relativos son porcentuales (g, = |Mf — M"|/M” - 100).

Como puede apreciarse, las diferencias entre los momentos promedio y

los calculados a partir de las férmulas son pequenas. Por lo tanto, podemos
concluir que las aproximaciones utilizadas en su deduccion son razonables.
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| My e, | M| M| e,
0 30.904 | 30.912 | 0.023 | 2605 | 2439 | 6.4
0.01 | 30.7223 | 30.7292 | 0.022 | 2578 | 2407 | 6.6
0.02 | 31.143 | 31.171 | 0.091 | 2648 | 2477 | 6.4
0.04 | 31.211 | 31.264 | 0.17 | 2656 | 2489 | 6.3
0.06 | 31.64 31.71 0.21 | 2729 | 2556 | 6.3
0.08 | 31.88 31.97 0.30 | 2753 | 2591 | 5.9
0.1 32.58 32.65 0.20 | 2877 | 2697 | 6.2
0.2 | 37.476 | 37.470 | 0.015 | 3717 | 3500 | 5.8
0.3 45.71 45.52 0.43 | 5404 | 5075 | 6.1
0.5 72.13 71.2 1.2 | 12912 | 12054 | 6.6
0.7 111.7 109.8 1.7 | 30216 | 28086 | 7.0

1 196.3 191.8 2.3 | 91610 | 84396 | 7.9

Tabla 9.7: Momentos medios de orden 2 y 4 calculados como promedios sobre
la colectividad (superindice p) y a partir de las expresiones (9.26) y (9.33)
(superindice f) y errores relativos en tanto por ciento.

Los errores son légicamente un poco mayores en el momento de orden 4, ya
que en este caso se desprecian mas términos en el calculo.

Ademas, las expresiones (9.26) y (9.33) pueden utilizarse también, como
test, para calcular momentos de matrices individuales en lugar de promedios.
Y también en este caso proporcionan buenos resultados: la mayoria de los
errores relativos son del mismo orden que los de la tabla, aunque siempre hay
algunos miembros de la colectividad para los que se obtienen errores un poco
mayores. Por tanto, si las aproximaciones son aceptables para la mayoria de
las matrices individuales con mayor motivo podemos pensar que lo son para
el promedio sobre la colectividad.

9.3.2. Fluctuaciones

En esta seccion se estudia el tamano de las fluctuaciones en los elementos
de las matrices tridiagonales y su posible relacion con la estadistica de las
fluctuaciones espectrales del sistema. En la seccién 9.2.2 tratamos la evolu-
cién de la colectividad EGOE(k) con el rango & de la interaccién. Es conocido
que el tipo de estadistica espectral no cambia a lo largo de dicha evolucion
y pudimos ver cémo el tamano de las fluctuaciones en los elementos de la
matriz tridiagonal tampoco cambiaba practicamente.

En la evolucién de la colectividad EGOE(1+2) que tratamos aqui la es-
tadistica de las fluctuaciones espectrales si cambia: la variacién del parametro
A en el hamiltoniano (9.51) lleva de una estadistica de tipo Poisson en el sis-
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Figura 9.21: Tamano de las fluctuaciones de los elementos de matriz diago-
nales, 0,, y no diagonales, o3, para distintos valores de A.

tema sin interaccién (A = 0) a una de tipo GOE al introducir la interaccién
a dos cuerpos (A = 1). Por tanto, esperamos encontrar también un cambio
esta vez en el tamano de las fluctuaciones en los elementos de matriz.

El calculo de este tamano para elementos diagonales y no diagonales, o,
y 0g, y sus correspondientes normalizaciones se realizan de la misma manera
que se explico en la seccion 9.2.2, y el resultado se muestra en la figura 9.21.
No se han representado todos los valores de A\ estudiados por claridad, ya
que las curvas correspondientes a los valores mas altos son muy parecidas y
es en la regién de valores més bajos donde empieza a observarse un cambio
apreciable en los valores de ¢. Este resultado es coherente con la existencia de
una relacién entre el tamano de las fluctuaciones en los elementos de matriz
y la estadistica de las fluctuaciones espectrales, ya que la transiciéon comienza
a observarse para valores pequenos de .

A continuacién se muestra el analisis de la estadistica espectral a lo largo
de la evolucién de la colectividad, que se realiza mediante dos estadisticos: la
distribucién de espaciamientos a primeros vecinos para las correlaciones de
corto alcance y el espectro de potencias de la §,, para las de largo alcance.

En la figura 9.22 puede verse la distribucién de espaciamientos a primeros
vecinos, P(s), para cuatro valores distintos del pardmetro . En la gréfica
(a), correspondiente a A = 1, las curvas de ajuste estan en buen acuerdo con
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A v

0 |0.047 £ 0.005
0.01 ] 0.132 £ 0.002
0.02 | 0.233 £ 0.002
0.04 | 0.459 =+ 0.001
0.06 | 0.663 =+ 0.001
0.08 | 0.810 =+ 0.003
0.1 | 0.885 =+ 0.002
0.2 0948 £ 0.004
0.3 | 0.952 =+ 0.005
0.5 1 0.951 =+ 0.009
0.7 10.961 =+ 0.003

1 10957 =+ 0.006

Tabla 9.8: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de las
colectividades EGOE(1+2) a lo largo de la transicién con A en el hamilto-
niano (9.51).

la prediccién de la estadistica tipo GOE. En las dos siguientes, (b) y (c¢), se
han representado las curvas correspondientes a valores bajos del parametro,
A = 0.06 y 0.02, donde ya puede apreciarse bien la transicion hacia la es-
tadistica de Poisson. Y la tltima corresponde a A = 0, donde la curva de
ajuste estd ya muy préxima a la curva tedrica de Poisson, aunque ambas
no coinciden exactamente. El acuerdo con la prediccion de Poisson es ligera-
mente peor que en la Parte I (véanse las figuras 4.7, 4.9 y 4.11 y las tablas
4.2, 4.3 y 4.4) debido a que alli era posible utilizar una estadistica mejor
(disponiamos de espectros de un millén de niveles) y trabajar con un modelo
de espacio infinito, como se explicaba en la seccién 4.2.

En la tabla 9.8 se muestran los parametros de Brody obtenidos a partir
de los ajustes a las distribuciones de espaciamientos a lo largo de toda la
transicion. En ella puede apreciarse la evolucion del parametro v entre A = 0
y A = 0.1 y cédmo este parametro permanece practicamente constante a partir
de A =0.2.

Por otro lado, la figura 9.23 muestra como es la evolucion del espectro de
potencias del estadistico d,, alo largo de toda la transicién con el parametro \.
Puede observarse cémo la curva de puntos coincide con la prediccién tedrica
para GOE en A = 1 y va separdandose poco a poco de ella para acercarse
a la curva tedrica de Poisson segin disminuye el valor de A. De nuevo, en
el sistema sin interaccién (A = 0) la curva no coincide exactamente con la
prediccién de Poisson sino que existe una pequena desviacién a frecuencias
bajas, como ya se observé en la Parte 1.
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Figura 9.22: Distribuciéon de espaciamientos a primeros vecinos de la colecti-
vidad EGOE(1+42) para varios valores de A (de arriba abajo: A = 1, 0.06, 0.02
y 0) junto con el ajuste a la funcién de Brody y las curvas tedricas correspon-
dientes a GOE y Poisson. En el panel de la izquierda la distribucion integrada
I(s) y en el de la derecha la distribucién P(s).
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=1 A=0.7 4=0.5

Figura 9.23: Espectro de potencias del estadistico ¢, para la colectividad
EGOE(1+42) (puntos), junto con las predicciones tedricas para Poisson (rojo)

y GOE (verde).

154



9.3 Introduccién gradual de la interaccién a dos cuerpos 155

Una vez expuesto el comportamiento del sistema en lo que a las fluctua-
ciones espectrales se refiere, volvemos sobre las fluctuaciones en los elementos
de la matriz hamiltoniana tridiagonal para discutir la relacion existente entre
unas y otras. Como se ha visto en la figura 9.21, el tamano de las fluctuacio-
nes en los elementos de matriz presenta una tendencia creciente al pasar de
la estadistica GOE, es decir, de un espectro de tipo cadtico, a la estadistica
de Poisson, esto es, a un espectro de tipo regular.

En primer lugar, debemos comparar este resultado con los trabajos ante-
riores que mencionabamos en la parte introductoria sobre matrices tridiago-
nales. En (MOLINA et "al., 2005) vimos como, partiendo de una matriz cuya
estadistica espectral era de tipo GOE y variando el tamano de las fluctua-
ciones en los elementos de matriz mediante la multiplicacion por un factor
F > 1, la estadistica espectral se acercaba a la de Poisson. Por tanto, nuestro
resultado esta en buen acuerdo con la tendencia observada en este trabajo.
Por otro lado hay que tener en cuenta que no se trata del mismo tipo de
calculo. Mientras en (MOLINA et al., 2005) se parte de una unica matriz y
se obtienen las demas artificialmente mediante la variacién del tamano de las
fluctuaciones de sus elementos, aqui construimos todas las matrices a partir
de un hamiltoniano y después analizamos las fluctuaciones en los elemen-
tos. Es, por tanto, interesante estudiar si la variacién en el tamafno de las
fluctuaciones ocurre de la misma forma en ambas situaciones.

Observando la figura 9.21 puede ya concluirse que esto no es asi. En (Mo-
LINA et "al., 2005) todas las curvas o(i) tienen, por construccién, la misma
forma funcional, y se diferencian iinicamente en un factor F'. En nuestro caso
puede verse que la diferencia entre unas curvas y otras no es un simple fac-
tor de escala. Ademas, podemos calcular el valor medio de cada una, como
se muestra en la tabla 9.9, y asi comprobaremos que los factores entre los
distintos tamanos de fluctuaciones a lo largo de la transicion GOE-Poisson
son mucho menores en nuestro caso que los que se utilizan para modelar esa
misma transicién en (MOLINA et “al., 2005). De hecho, utilizando la relacién
que se deduce en ese trabajo, v = 1/F?, habriamos necesitado un factor del
orden F' ~ 5 para pasar de la matriz tridiagonal con estadistica espectral
tipo GOE a la matriz a la que hemos llegado (v = 0.047). Sin embargo, el

factor que obtenemos aquf sélo es 03=0/02=! =~ 0= /03=" ~ 1.4. Por tanto,
en nuestro caso no se cumple dicha relacién y, en consecuencia, esta no puede
considerarse universal, como se pretendia en dicho trabajo.

Por otro lado, esto nos lleva légicamente a preguntarnos dénde estd la
diferencia entre la transiciéon que aqui tratamos y las que se estudian en
(MOLINA et "al., 2005). Es decir, por qué el factor entre los tamanos de las
fluctuaciones en los extremos de nuestra transicién es tan pequeno compara-
do con el factor F' necesario para acercarse a la estadistica de Poisson en los
ejemplos de Molina et al.. En este punto, debemos comenzar a intuir que pa-
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A | Ta 03 | 0a/05 | 0a/05

0 0.0906 | 0.0468 | 1.936 | 1.996
0.01 | 0.0879 | 0.0456 | 1.929 | 1.988
0.02 | 0.0854 | 0.0443 | 1.928 | 1.990
0.04 | 0.0809 | 0.0419 | 1.931 | 1.995
0.06 | 0.0766 | 0.0398 | 1.925 | 1.994
0.08 | 0.0736 | 0.0383 | 1.921 | 1.991
0.1 |{0.0719 | 0.0374 | 1.922 | 1.992
0.2 | 0.0689 | 0.0357 | 1.930 | 1.994
0.3 | 0.0683 | 0.0353 | 1.935 | 1.992
0.5 | 0.0677 | 0.0347 | 1.951 | 1.993
0.7 | 0.0673 | 0.0344 | 1.957 | 1.991

1 0.0671 | 0.0341 | 1.971 | 1.999

Tabla 9.9: Valores promedio del tamano de las fluctuaciones en elementos
diagonales, 7., vy no diagonales, ,. En la tercera columna, el cociente de
ambos y en la cuarta, el mismo cociente eliminando los 10 primeros y los 10
ultimos elementos en el promedio.

ra construir el modelo de matrices tridiagonales capaz de reproducir nuestra
transiciéon va a ser necesario tener en cuenta mas elementos ademads del ta-
mano de las fluctuaciones. Concretamente, el iinico elemento que no se toma
en cuenta en (MOLINA et “al., 2005) son las correlaciones entre los elementos
de matriz. Aunque en la evolucién con el rango de la interaccién (seccién 9.2)
se vio que no eran relevantes, si cobran importancia en este caso.

Otro aspecto destacable en cuanto al tamano de las fluctuaciones, que ya
se observo en la seccion 9.2 y vuelve a observarse aqui de manera similar,
es la relacién entre el tamano en los elementos de matriz diagonales y en
los no diagonales. El cociente entre ambos tamanos es en media, o, /73, muy
proximo a 2, como puede verse en la tercera y cuarta columnas de la tabla 9.9.
En la tercera el cociente se ha calculado utilizando todos los elementos para el
promedio y en la cuarta se han eliminado los diez primeros y los diez tltimos
elementos. Asi, en esta tltima el cociente es mas préoximo a 2, ya que, como
se observa en la figura 9.24, no sélo el promedio sino que también elemento
a elemento, el cociente de tamanos o,(i)/0s(7) es préximo a 2 excepto en los
primeros y ultimos elementos en que se desvia, hacia abajo o hacia arriba,
respectivamente. En esta figura la primera curva, correspondiente a A = 1,
estd en su posicién correcta y las demas estdn desplazadas cada una 0.5
unidades respecto de la anterior para que puedan distinguirse.

No debemos olvidar que uno de nuestros objetivos finales es la construc-
ciéon de un modelo de matrices tridiagonales que reproduzca las transiciones
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ﬁ..

%

0 100 200 300 400 500

Figura 9.24: Cociente del tamano de las fluctuaciones de los elementos diago-
nales y los elementos no diagonales, 0,(i)/03(7). Cada curva estd desplazada
0.5 unidades respecto de la anterior para que puedan distinguirse. De abajo
arriba: A =1, 0.7, 0.5, ..., 0.01, 0.

aqui descritas y, por tanto, buscamos disponer de una descripciéon lo mas
completa posible del comportamiento de todos sus elementos, parte suave,
fluctuaciones y correlaciones, que nos permita posteriormente modelar sus
aspectos mas relevantes. Asi, para caracterizar el tamano de las fluctuacio-
nes en los elementos de matriz de la forma mas completa posible, estudiamos
la forma de las curvas que resultan al representarlo (figura 9.21). Se trata
de curvas con una tendencia suave decreciente cuya forma puede modelarse
mediante la expresién

(i) = aa(d/i)?, (9.54)

donde o4 y p son parametros ajustables. Como ejemplo, se muestran en
la figura 9.25 los ajustes de o,(i) y 03(i) correspondientes a A = 0.5. Los
parametros de ajuste obtenidos en todos los casos se muestran en la tabla
9.10 y se representan en la figura 9.26 frente al parametro A para que pueda
observarse cémo es su evolucion a lo largo de la transicion.

El parametro o, refleja de nuevo algo que ya habiamos comprobado: en la
dltima columna de la tabla 9.10 podemos ver el cociente entre el valor de este
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Figura 9.25: Ajuste del tamano de las fluctuaciones en los elementos de matriz
diagonales, 0,, y no diagonales, o4 a la férmula (9.54).

A p* oy pf 05 03‘/05

0 0.119 | 0.0805 | 0.139 | 0.0394 | 2.041
0.01 | 0.140 | 0.0763 | 0.157 | 0.0377 | 2.026
0.02 | 0.161 | 0.0726 | 0.174 | 0.0359 | 2.023
0.04 | 0.202 | 0.0657 | 0.211 | 0.0325 | 2.020
0.06 | 0.237 | 0.0598 | 0.250 | 0.0295 | 2.023
0.08 | 0.261 | 0.0559 | 0.276 | 0.0276 | 2.027
0.1 | 0.280 | 0.0533 | 0.287 | 0.0265 | 2.012
0.2 | 0.285 | 0.0507 | 0.295 | 0.0251 | 2.019
0.3 | 0.268 | 0.0512 | 0.276 | 0.0255 | 2.009
0.5 | 0.234 | 0.0529 | 0.243 | 0.0263 | 2.012
0.7 | 0.210 | 0.0540 | 0.219 | 0.0269 | 2.012

1 0.188 | 0.0553 | 0.195 | 0.0274 | 2.016

Tabla 9.10: Parametros del ajuste del tamano de las fluctuaciones a la férmula
(9.54) para elementos diagonales (superindice «) y elementos no diagonales

(superindice (3).
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Figura 9.26: Pardmetros del ajuste del tamano de las fluctuaciones a la férmu-
la (9.54) como funcién de A para elementos diagonales (arriba) y elementos
no diagonales (abajo).

parametro en el ajuste de los elementos diagonales y el valor correspondiente
para el ajuste de los elementos no diagonales. Como era de esperar, este es
en todos los casos muy préximo a 2.

Como se observa en la figura 9.21, en la evolucion desde valores altos a
valores bajos de A las curvas 0,(7) y 03(7) tienden a ser cada vez mas planas
y a tomar valores cada vez mayores. Este comportamiento se manifiesta en
los parametros de ajuste en el crecimiento de o4 y decrecimiento de p. Esto
sucede, como puede verse en la figura 9.26, a partir de A = 0.2 hacia A = 0.
El parametro p es cada vez mas pequeno, indicando que la curva de ajuste
es cada vez més plana; y el parametro o, (valor de o(i) en i = d) es cada vez
mayor, indicando que la curva es cada vez mas alta.

Sin embargo, el cambio en los parametros entre A = 1 y A = 0.2 es mucho
mas pequeno. Las curvas que representan la evolucién de los pardmetros
son en esta regién practicamente planas comparadas con la parte de A €
(0,0.2). Esto es asi porque el tamano de las fluctuaciones en esa regién,
como senalamos al principio de la secciéon, no cambia apenas, al igual que
sucede con el tipo de estadistica espectral. El ligero cambio que se aprecia es
debido a un pequeno aumento en la inclinacién, que hace que p crezca y oq4
decrezca ligeramente desde A = 1 hasta A = 0.2.

En la transicion con el rango de la interaccion, el comportamiento del ta-
mano de las fluctuaciones en los elementos de matriz era muy sencillo, ya que
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Figura 9.27: Elementos de la matriz de correlacion Cf; correspondiente a la
colectividad EGOE(1+2) con A = 0.5 en una representacién tridimensional:
los indices de fila y columna corresponden a los ejes z e y y el valor del
elemento se representa en el eje vertical. Aparecen remarcadas en rojo las
correlaciones a primeros vecinos, en verde las correlaciones a segundos vecinos
y en amarillo las correlaciones a terceros vecinos.

este resultod ser practicamente constante para todos los elementos y a lo largo
de la transiciéon. En este caso, el comportamiento del tamano de las fluctua-
ciones es distinto: no es constante para todos los elementos y ademas hay
una evolucion de las curvas con la variacién del pardametro A. Pero la forma
de estas curvas no es complicada y puede modelarse facilmente mediante una
expresién con dos parametros libres, con la que quedan muy razonablemente
descritas. Ademas, la evolucion de las mismas puede observarse claramente
con la representacion de estos dos parametros. Por tanto, tenemos también
en este caso una descripcion muy completa del tamano de las fluctuaciones
en los elementos de matriz que poder introducir en nuestro modelo.

9.3.3. Correlaciones

De manera anédloga a como se hizo en la correspondiente seccién 9.2.3 en
el caso de la evolucion con el rango de la interaccién, estudiamos aqui las
correlaciones que pueden existir entre los elementos de matriz diagonales, a;,
entre los elementos no diagonales, 3;, y las correlaciones cruzadas entre unos
y otros mediante la construccién de matrices de correlacién.

En primer lugar, de nuevo encontramos que no hay correlaciones cruzadas
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entre elementos diagonales y no diagonales. Las matrices de correlacién cru-
zada presentan en todos los casos un aspecto plano similar al correspondiente
a la matriz GOE, que tomabamos como referencia para la ausencia de corre-
laciones. Es decir, todos los elementos de las matrices de correlacién tienen
valores muy pequenos, que deberian ser nulos si la muestra estadistica fuese
infinita (o en la préctica, tuviese un tamano muy grande) pero, légicamente,
para una muestra finita queda un pequeno ruido.

En las matrices de correlacién entre elementos del mismo tipo si se observa
una estructura de correlacién similar a la del caso EGOE(2) durante toda
la transicién con A. En la figura 9.27 se muestra como ejemplo la matriz de
correlacién entre elementos diagonales, C'f, para el caso A = 0.5. Pueden
verse las correlaciones a primeros vecinos en rojo (Cf, [ — j| = 1), mayores
para los primeros elementos de matriz y cada vez menores segiin se avanza en
los fndices i,j. En verde, las correlaciones a segundos vecinos (Cf, |i —j| = 2)
presentan la misma tendencia decreciente con el indice de los elementos, pero
son menores que las correlaciones a primeros vecinos. Y asi, continia esta
tendencia decreciente en las correlaciones segin aumenta la distancia entre
vecinos hasta que la matriz de correlacién presenta un aspecto plano similar

al del caso sin correlaciones.

En el resto de los casos, tanto Cf; como ij presentan un aspecto muy
similar al de la figura 9.27. Las diferencias que pueden observarse estan en la
forma de las curvas que representan las correlaciones a primeros, segundos,...
vecinos. Por ello, en lugar de representar todas las matrices representaremos
solo algunas de estas curvas. Concretamente, se muestran en la figura 9.28
las curvas de correlaciones a primeros vecinos entre elementos diagonales
(arriba) y entre elementos no diagonales (abajo) para distintos valores del
pardmetro \.

Puede verse que los elementos de las matrices de correlaciéon decrecen
con el indice i, es decir, la correlacion es mas fuerte entre los primeros ele-
mentos y se va perdiendo al avanzar hacia los ultimos, y decrecen también
al aumentar A. El comportamiento es similar en ambos casos, Cf; y Cg Y
al igual que ocurria con el tamano de las fluctuaciones, presenta una suave
tendencia decreciente que puede modelarse con distintos tipos de curvas sua-
ves. La discusién sobre este aspecto se deja para la siguiente seccién. En ella
se construird un primer modelo de matrices tridiagonales sin correlaciones.
En este caso, como ya habiamos comenzado a intuir, este modelo sencillo no
reproduce correctamente toda la transicion con A. Por lo tanto, trataremos
de perfeccionarlo modelando también las correlaciones que aqui hemos ob-
servado. Y entonces discutiremos qué tipo de patron es mas conveniente para
completar el modelo.
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A=0 A=0.06
1

1
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Figura 9.28: Elementos de las matrices de correlacion correspondientes a
correlaciones a primeros vecinos. Arriba, correlaciones entre elementos dia-
gonales y abajo, correlaciones entre elementos no diagonales, para 4 valores
distintos de .
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A v v

0 |0.047 4 0.005|0.551 =+ 0.005
0.01 | 0.132 £ 0.002 | 0.585 =+ 0.004
0.02 ] 0.233 £+ 0.002 | 0.613 =+ 0.006
0.04 | 0.459 =+ 0.001 | 0.684 =+ 0.006
0.06 | 0.663 =+ 0.001 | 0.762 4+ 0.008
0.08 | 0.810 =+ 0.003 | 0.823 =+ 0.005
0.1 | 0.885 =+ 0.002 | 0.867 =+ 0.005
0.2 10948 £+ 0.004 | 0.941 <+ 0.004
0.3 10.952 =+ 0.005|0.943 =+ 0.003
0.5 | 0.951 £ 0.009 | 0.951 =+ 0.005
0.7 10.961 =+ 0.003 | 0.950 =+ 0.006

1 10957 =+ 0.006 | 0.951 =+ 0.004

Tabla 9.11: Parametro de Brody para la distribucién de espaciamientos de
las colectividades EGOE(1+2) a lo largo de la transicién con A en el hamilto-
niano (9.51). La primera columna corresponde a las colectividades originales
v la segunda a las construidas con el modelo de variables independientes.

9.3.4. EIl modelo

En las secciones anteriores se ha tratado de dar una descripcion lo mas de-
tallada posible de las caracteristicas de la forma tridiagonal de la colectividad
EGOE(142) representada por el hamiltoniano (9.51). Ahora es el momento
de ver si disponemos de todos los ingredientes necesarios para construir el
modelo sencillo de matrices tridiagonales que pretendemos.

Comenzamos, de igual modo que en el caso de las colectividades EGOE(k),
por la aproximacion mas sencilla, que consiste en generar los elementos de
matriz como variables aleatorias independientes. Concretamente, como va-
riables gausianas cuyas medias y varianzas tomaremos como

@ =0, o%(i) = o§(d/i)", i=1,2,...,d (9.55)

N\ b .
Bi=.la (1 - (2) 11;)5;), oB(i) = ol(dfi)’, i=2,3,....d. (9.56)
Es decir, los elementos diagonales centrados en 0, los no diagonales en la ley
que utilizamos para su ajuste y las desviaciones dadas por la férmula (9.54)
que usamos para modelar estas curvas.

Utilizando los pardmetros de ajuste obtenidos para cada colectividad (ta-
blas 9.6 y 9.10) construimos nuevas colectividades a partir de este modelo
y al realizar el analisis de fluctuaciones espectrales encontramos que no se
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reproduce el comportamiento de las colectividades originales a lo largo de
toda la evolucién con .

Por un lado la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos es tipo
GOE en A =1 y el parametro de Brody va decreciendo al disminuir A pero
no alcanza un valor proximo a 0 en A = 0, como deberia ocurrir. En la
tabla 9.11 se muestran los valores del parametro de Brody que se obtuvieron
para las colectividades originales junto con los que se obtienen para estas
nuevas colectividades. Asi, ambos pueden compararse para comprobar que
la transicién en la estadistica espectral que tiene lugar en el primer caso no
ocurre sin embargo en el caso de este modelo. Ademads, en la figura 9.29
pueden verse algunas de las distribuciones de espaciamientos obtenidas en
varios puntos de la transicién y compararse con las de la figura 9.22, donde
se representaban las originales.

Por otro lado, respecto a las correlaciones de largo alcance, comparamos la
figura 9.23, en la que habiamos representado el espectro de potencias de la ¢,
para las colectividades originales con la nueva figura 9.30, en la que podemos
observar claramente céomo la transicion hacia la estadistica de Poisson al
disminuir el valor de A no termina de ocurrir.

Este resultado nos lleva a considerar dos posibilidades: o bien este primer
modelo es demasiado sencillo y requiere un poco mas de refinamiento, o bien
estamos olvidando algin factor relevante en el modelo, como podrian ser las
correlaciones, que no se han tenido en cuenta.

Para descartar la primera hipdtesis, construimos un nuevo conjunto de
colectividades con variables aleatorias gausianas independientes cuyas me-
dias y desviaciones no vengan dadas por las curvas que hemos creido razo-
nables para modelar las originales sino por las propias medias y desviaciones
calculadas a partir de las mismas. Asi, tenemos un conjunto de colectivi-
dades practicamente iguales a las originales excepto por las correlaciones,
que son inexistentes en este caso. Realizando el correspondiente analisis de
fluctuaciones espectrales llegamos a un resultado muy similar al anterior. La
evolucién de la estadistica espectral no se reproduce tampoco con este mo-
delo. E incluso teniendo en cuenta la no ergodicidad, de manera andloga a
como se hizo en el caso de las colectividades EGOE(k), tampoco el modelo
reproduce la transicion.

En este punto debemos ya concluir que ciertamente las correlaciones de-
ben de jugar un papel importante. Por ello, el siguiente paso que nos plan-
teamos es construir un nuevo modelo en el que se introduzca una estructura
de correlacién semejante a la que hemos observado. Esto es, debemos generar
los elementos de matriz como variables aleatorias de manera que exista entre
ellas una correlacién que disminuya con el indice contador de los elementos y
con el orden de préximos vecinos. Ademas, intentaremos que se reproduzcan
las curvas de correlacién que representamos en la seccién anterior.
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Figura 9.29: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de las colecti-
vidades EGOE(1+2) construidas a partir del modelo de variables aleatorias
independientes para varios valores de A (de arriba abajo: A = 1, 0.06, 0.02 y
0), junto con el ajuste a la funcién de Brody y las curvas tedricas correspon-
dientes a GOE y Poisson. En el panel de la izquierda la distribuciéon integrada

I(s) y en el de la derecha la distribucién P(s).
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=1 A=0.7 4=0.5

Figura 9.30: Espectro de potencias del estadistico d,, para las colectividades
EGOE(1+2) construidas a partir del modelo de variables aleatorias indepen-
dientes (puntos), junto con las predicciones teéricas para Poisson (rojo) y

GOE (verde).
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Proponemos la siguiente formula de recurrencia para la generacién de las
variables aleatorias:

donde {z;} es la secuencia de variables aleatorias que se desea generar, w; es
un ruido gausiano, que tomaremos con media 0 y varianza 1, y los parametros
a(i) y b(i), que pueden en principio depender de i, se calcularan imponiendo
las caracteristicas que deseamos que cumplan las variables.

Por sencillez, las variables z; no se asignaran a los elementos de matriz
sino a su parte fluctuante. Es decir, cada elemento de matriz en el modelo
serd la suma de una parte suave, que se establecera a partir de la informacién
obtenida anteriormente, y una parte fluctuante, que sera la variable x;. Tal
como se escribié en las ecuaciones (9.1) y (9.2):

o =) +af (9.58)
B =57+ 8] (9.59)

donde of y BF" serfan las variables generadas segin (9.57). Asi, tomando la
primera variable de la secuencia, x1, con media 0, todas las demds tendran
media 0 también:

< wip >=a(i) < z; > +b(i) < w; >, (9.60)

como corresponde a la parte fluctuante que representan. Es importante notar
que tanto las varianzas como las correlaciones seran las mismas para la se-
cuencia de variables {z;} y la secuencia de elementos de matriz, ya que unas
y otros se diferencian sélo en una constante.

Tenemos la siguiente ecuacion para las varianzas:

<, >=a(i)® <} > +b(i)* < w; >, (9.61)

donde se ha utilizado que el ruido gausiano es independiente de las demés
variables. Y las siguientes ecuaciones para correlaciones a proximos vecinos:

< wwiy >=ai) < xi > (9.62)
para las correlaciones a primeros vecinos y
< wiiy >=a(i)ali+1)--ali +k—1) < 2? > (9.63)

para correlaciones a k-ésimos vecinos en general.
Los elementos de matriz de correlacién a primeros vecinos, tal como se
han definido, son en este modelo

< xixip1 > ali) < x? > _afi)o;

Ciit1 = (9.64)

0i0i+1 0i0j+1 Oi+1
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Asi, el pardmetro a(i) resulta ser la siguiente funcién del indice i:

a(i) = Ciipn 2L, (9.65)

1

Y para determinar el pardametro b utilizamos
<al, >=o0l, =a(i)® <z} > +b(i)* <w!>=a(i)o; +b(i)*, (9.66)

de donde podemos deducir, sustituyendo la expresién obtenida para a(i), que

b(l) = 01114/ 1-— CZH‘l’ (967)

bien definido ya que Cj,;1; < 1.
Para los elementos de matriz de correlacién a k-ésimos vecinos se tiene

<xi®ipk > a(ia(i+1)-ai+k—1) <z} > szil a(j)oi

0i0i+k 0i0i+k Oitk
(9.68)
De la expresion (9.65) se puede deducir que a(i) < 1, puesto que los elementos
de las matrices de correlacién, en particular C;;1, cumplen Cj; < 1y las o
son del mismo orden, de modo que o,41/0; >~ 1. Por tanto, las correlaciones
a k-ésimos vecinos decrecen con el orden k, reproduciendo la tendencia que
habiamos observado.
Particularizando para el caso en que las varianzas vienen dadas por la
férmula que habiamos utilizado para modelarlas, o(i) = o4(d/i)P, se tiene
para las funciones a(i) y b(7)

a(i) = Corna (z i 1)p (9.69)

b(i) = 0a(d/(i + 1)) /1 — C2, . (9.70)

Se trata ahora de elegir una funcién adecuada para describir las correla-
ciones a primeros vecinos, C;;11, y asi determinar las funciones a(i) y b(i)
para introducirlas en la formula de recurrencia. Debe tratarse de una funcién
decreciente con ¢, ya que habiamos observado una tendencia decreciente con
el indice contador de los elementos.

La funcién més sencilla que podemos utilizar para modelar las curvas de la
figura 9.28 es una recta. Asi pues, aunque un poco burda, probamos en primer
lugar con esta aproximacion, utilizando en cada caso la recta que mejor se
ajuste a cada curva. Construimos de nuevo todas las colectividades para los
distintos valores de A y realizamos el andlisis de fluctuaciones. El resultado
obtenido en este caso es nuevamente negativo: tampoco con este modelo
conseguimos reproducir la transicién en la estadistica espectral que se observa

Ci,i+k =
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=0 A=0.06

0 200 400 0 200 400

Figura 9.31: Elementos de las matrices de correlaciéon correspondientes a
correlaciones a primeros vecinos entre elementos diagonales para 4 valores
distintos de A.

con las colectividades originales. De hecho, con este modelo el resultado es
sorprendentemente practicamente idéntico al del modelo sin correlaciones.

Atin podemos afinar un poco mas el modelo utilizando curvas para C; ;41
mas parecidas a las originales. Asi pues, ajustamos estas correlaciones con
polinomios de grado 3, que son ya bastante realistas, a diferencia de las rectas.
Como ejemplo, se muestran en la figura 9.31 los ajustes de C7; ; para los
mismos valores de A que se representaron en la figura 9.28 y la representacion
tridimensional de la matriz de correlacién completa Cf; en el caso A = 0.5 en
la figura 9.32, que puede compararse con la matriz original de la figura 9.27.
Sin embargo, tras el andlisis espectral de las colectividades en este modelo
volvemos a encontrar que no hay mejoras apreciables en la reproduccién de
los datos originales. Ademads, utilizando distintas combinaciones de modelos
de varianzas y correlaciones de diversos tipos continuamos observando una
y otra vez el mismo resultado. Y tampoco ocurre nada si se introduce la no
ergodicidad. Incluso tomando como varianzas y correlaciones las calculadas a
partir de las colectividades originales, no se observa ningtin cambio respecto
a los resultados del primer modelo més sencillo. En la figura 9.33 se muestra
como ejemplo, el espectro de potencias de la d,, a lo largo de la transicién
con X\ en uno de estos modelos, concretamente con las varianzas dadas por
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Figura 9.32: Elementos de la matriz de correlacion Cf; correspondiente a
la colectividad EGOE(142) con A = 0.5 construida a partir del modelo de
variables aleatorias correlacionadas en una representacion tridimensional: los
indices de fila y columna corresponden a los ejes x e y y el valor del elemento
se representa en el eje vertical. Aparecen remarcadas en rojo las correlaciones
a primeros vecinos, en verde las correlaciones a segundos vecinos y en amarillo
las correlaciones a terceros vecinos.

el ajuste a o(i) = 04(d/i)P y las correlaciones a primeros vecinos modeladas
por polinomios de grado 3.

Debemos ya concluir definitivamente que existe algin factor en las colec-
tividades originales, cuyas caracteristicas hemos tratado de describir de la
forma més detallada posible, que tratamos de forma incorrecta en nuestro
modelo. Comprobado que nuestro modelo reproduce con buena precision las
medias, varianzas y correlaciones a los primeros 6rdenes de préximos vecinos
en los elementos de matriz, sélo queda considerar las siguientes posibilidades:
(i) los elementos de matriz C; ;1x, con k cualquier natural, son incorrectos en
el modelo a pesar de que los elementos C; ;11 sean razonablemente correctos;
(ii) las correlaciones a k puntos (kK > 2) no son correctamente descritas por
el modelo.

Es decir, en la representacion de las matrices de correlacion C;; velamos
que existe una fuerte correlacion a primeros vecinos, e imponiendo en nuestro
modelo que se reprodujeran estos elementos (C;;41) obteniamos una matriz
de correlacion que parecia reproducir bastante bien la original: las correla-
ciones decrecen con el indice contador de los elementos y con el orden de
proximos vecinos; ademas, al aumentar este orden la matriz iba tomando un
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3
3
-2 -2 ‘ -2
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
1002 1001 30
4 4 4
2 2 2
0 0 0
-2 -2 ‘ -2
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 9.33: Espectro de potencias del estadistico d,, para las colectividades
EGOE(1+2) construidas a partir del modelo de variables aleatorias correla-
cionadas (puntos), junto con las predicciones tedricas para Poisson (rojo) y

GOE (verde).
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aspecto plano similar al del caso sin correlaciones, lo que nos hacia considerar
la posibilidad de que la mayor parte de la matriz fuera simplemente ruido. Sin
embargo, el modelo presenta correlaciones a todos los érdenes de proximos
vecinos (Cj i1, = H;i’f_l a(7)oi/oisk) y, aunque estas decrecen rapidamente,
haciendo tomar a la matriz el aspecto plano observado, cabe preguntarse si
esta estructura de correlacion realmente coincide con la original.

Por otra parte, ademéds de las correlaciones a 2 puntos (< z;x; >) que se
han calculado, pueden considerarse correlaciones a k puntos (< z;, x;, - - - T;, >)
y quiza nuestro modelo tampoco las reproduzca todas correctamente. Se trate
de cualquiera de los dos casos ((i) o (ii)) o de ambos, es claro que el error debe
estar en la ley (9.57) que se ha propuesto para introducir las correlaciones
entre los elementos de matriz.

Por 1ltimo, volviendo un momento al trabajo de Molina et al., debemos
senalar que el método utilizado en él para cambiar el tipo de estadistica
espectral puede aplicarse también en nuestro caso con resultados analogos.
Es decir, partiendo de la colectividad para A = 1, cuya estadistica espectral
es tipo GOE, conseguimos acercarnos mucho mas a la estadistica de Poisson
multiplicando por factores, F' > 1, el tamano de las fluctuaciones que con
cualquiera de los modelos utilizados.

Sin embargo, nuestros resultados sirven para comprobar que la pretendida
universalidad de la relacién entre el tamano de las fluctuaciones en los ele-
mentos de matriz y la estadistica espectral a través del parametro de Brody
que se presenta en dicho trabajo, F? = 1/v, no es tal. En la transicién que se
ha descrito aqui se llega a una estadistica tipo Poisson desde una tipo GOE y
la relacién entre los tamanos de las fluctuaciones de los elementos de matriz
entre un caso y otro es muy distinta a la que viene dada por la expresion
anterior.

Por tanto, un modelo general de colectividades tridiagonales para des-
cribir transiciones entre distintos tipos de estadistica espectral no puede ser
tan sencillo como el que se describe en (MOLINA et “al., 2005), en el que bas-
tan inicamente dos elementos (parte suave y fluctuaciones en los elementos
de las matrices tridiagonales) para reproducir distintas transiciones. Dicho
modelo es valido por ejemplo para las colectividades clasicas, ya que consti-
tuye, de hecho, una buena aproximacion del resultado analitico conocido que
se describié en la seccion 8.3 (DUMITRIU and EDELMAN, 2002). Pero no es
un modelo general capaz de describir todo tipo de transiciones, como hemos
podido comprobar con nuestros calculos.
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Capitulo 10

Conclusiones de la Parte 11

Esta Parte II se ha centrado en el estudio de sistemas de particulas idénti-
cas en interaccion. El hamiltoniano para describir tales sistemas contiene una
parte a un cuerpo (término sin interaccién que afecta a cada particula indivi-
dualmente) y una interaccion a dos cuerpos. En el contexto del caos cudntico,
las colectividades de matrices aleatorias mas adecuadas para modelar este ti-
po de sistemas son las colectividades embebidas. Sin embargo, el manejo de
estas colectividades se vuelve bastante mas complicado tanto analitica como
numéricamente respecto al de las colectividades clasicas. Es por ello por lo
que nos planteamos la posibilidad de construir una representaciéon més sen-
cilla de estas colectividades.

Concretamente, nos hemos propuesto la construccién de un modelo de
colectividades en forma tridiagonal. Para ello hemos estudiado las carac-
teristicas de la forma tridiagonal de diferentes colectividades con objeto de
obtener una descripcién lo méas detallada posible, que nos permita disponer
de todos los ingredientes necesarios para la construccién de unas colecti-
vidades tridiagonales que reproduzcan correctamente las propiedades de la
estadistica espectral de las colectividades originales.

Nos basamos en diversos trabajos anteriores. Por un lado, en los traba-
jos de Dumitriu et al. se describe un modelo de colectividades tridiagonales
que representa las colectividades clasicas. En este caso las propiedades de las
colectividades facilitan la deduccién analitica de la forma tridiagonal de las
mismas. Ademads, se realiza una generalizacién para valores reales cualesquie-
ra de la repulsién de niveles, de manera que aparte de las tres colectividades
clasicas (v = 1,2,4) puede hablarse de un conjunto continuo de colectivida-
des.

Por otro lado, los trabajos de Zuker et al., muestran numéricamente cémo
los elementos de las matrices hamiltonianas en forma tridiagonal pueden
separarse en una parte suave y unas fluctuaciones y establecen la existencia
de una estrecha relacién entre la forma de la curva que representa la parte
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suave de los elementos y la densidad de estados y entre las fluctuaciones en los
elementos y la estadistica de las fluctuaciones espectrales. Concretamente se
senala que la parte suave de los elementos coincide, salvo factores de escala,
con la inversa de la densidad de estados y se propone una ley que relaciona
el tamano de las fluctuaciones en los elementos (caracterizado por un factor
multiplicativo) con el pardmetro de repulsién. De hecho, puede comprobarse
que esta ultima relacién es correcta en el limite asintético de dimensiones
grandes en el conjunto continuo de colectividades de Dumitriu et al.

Sin embargo, analizando en detalle el caso de las colectividades embebi-
das hemos llegado a varias conclusiones importantes. En primer lugar, hemos
podido comprobar que la relacién entre la forma de la parte suave de los ele-
mentos de matriz y la inversa de la densidad de estados no es en general
un simple cambio de escala. Esto si ocurre, por ejemplo, en el caso de una
densidad gausiana, en que, ajustando previamente los dominios de ambas
funciones, estas se relacionan mediante un factor 2. Pero no sucede lo mis-
mo ni para la densidad semicircular de las colectividades clasicas ni para
las demés densidades intermedias que aparecen en el resto de colectividades
embebidas que se han tratado. Lo que si es cierto es que existe una clara
relacion entre las dos curvas, que puede intuirse a simple vista y que da lugar
a una dependencia entre los parametros que definen una y otra curva.

Con el fin de establecer esta dependencia hemos propuesto una funcién
analitica con dos pardmetros libres, uno de los cuales se relaciona con la an-
chura de la densidad de estados y el otro con la forma de la curva. Es decir,
la variacion de este tltimo permite describir distintos tipos de densidades,
como semicircular, gausiana, binomial e interpolaciones entre ellas, propor-
cionando excelentes ajustes en todos los casos. Esta es la principal ventaja
que presenta la forma funcional propuesta: su versatilidad. Gracias a ella se
ha caracterizado la relacién entre la parte suave de los elementos de matriz
y la densidad inversa como funcién de dos parametros a lo largo de las dis-
tintas transiciones estudiadas, sin necesidad de utilizar diferentes funciones
para cada tipo de densidad, como se proponia en trabajos anteriores.

En segundo lugar, otra conclusiéon importante de este trabajo es que la
transicion Poisson-GOE de la estadistica espectral desde el punto de vista
de las coletividades tridiagonales no depende sélo del comportamiento de
la parte suave y las fluctuaciones de los elementos de matriz, como se ha
sugerido previamente. Esto es, la transiciéon propuesta por Zuker et al. no
es universal, sino que es un caso particular. Otro ejemplo de este tipo de
transicion es la observada en la colectividad gausiana continua de Dumitriu
et al., que puede también considerarse que depende solamente de parte suave
y fluctuaciones en el limite de dimensiones grandes.

En el caso de las colectividades embebidas hemos comprobado que puede
producirse una transiciéon desde una estadistica espectral tipo GOE hasta
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una tipo Poisson en la que el tamafio de las fluctuaciones en los elementos de
matriz crece a un ritmo mucho menor que el indicado por la ley propuesta
por Zuker et al.. Por tanto, concluimos que debe existir algun otro factor
que haga que la transicion tenga lugar en este caso. Y este factor, segun
hemos comprobado, son las correlaciones que existen entre los elementos de
la matriz tridiagonal.

Asi pues, hemos construido un modelo de colectividades embebidas tridia-
gonales a partir del analisis obtenido de parte suave, fluctuaciones y corre-
laciones de las mismas en el que se reproducen fielmente la forma de los
elementos de matriz en cuanto a la parte suave y las fluctuaciones se refiere.
En cuanto a las correlaciones hemos propuesto un modelo simple que repro-
duce las correspondientes a los primeros 6rdenes de préximos vecinos. El resto
de la matriz de correlaciéon presenta un aspecto plano similar al del caso sin
correlaciones que, por tanto, descartabamos como ruido, al igual que sucedia
en las colectividades originales. Sin embargo, el analisis de las fluctuaciones
espectrales muestra que no se logra completar la transiciéon Poisson-GOE en
el modelo. Y esto es asi incluso si se refina la descripcion de las correlaciones
a primeros vecinos.

Dado que el tratamiento de los dos primeros ingredientes del modelo, par-
te suave y fluctuaciones, es correcto, debemos concluir que las correlaciones
entre elementos de matriz constituyen el problema. Puede ocurrir que:

= Las correlaciones a los primeros érdenes de préximos vecinos no sean la
parte mas significativa de las matrices de correlacion o, en todo caso,
no constituyan suficientes datos a la hora de reproducir los originales.
Y que, por tanto, el resto de la matriz de correlacion, es decir, la nube
de puntos que habiamos considerado desde un principio como ruido sin
ningdn tipo de estructura, tenga en realidad mas relevancia de la que
habiamos supuesto y esconda ciertamente una estructura de correlacién
que sea importante tener en cuenta a la hora de construir el modelo. De
hecho, las correlaciones a cualquier orden de proximos vecinos, aunque
pequenas, tienen una cierta estructura en nuestro modelo y, por tanto,
si esta no coincide con la estructura original puede que este sea el origen
del problema.

= Las correlaciones a dos puntos, que son las que se han estudiado, sean
correctas pero las correlaciones a k£ puntos en general no.

Es decir, el modelo propuesto para la generacién de los elementos de
matriz como variables aleatorias correlacionadas seria incorrecto. Por tanto,
queda como proyecto futuro un analisis mas detallado de las matrices de
correlacién, aumentando la estadistica (nimero de realizaciones o miembros
por colectividad) para reducir el ruido y asi poder observar claramente cémo
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es toda la estructura de correlacion, tanto de la matriz de correlacién a dos
puntos como las correlaciones a k puntos en general.

En resumen, hemos tratado de facilitar el manejo de las colectividades
embebidas mediante la construccion de un modelo mas sencillo de colecti-
vidades tridiagonales. Apoyandonos en ideas de trabajos anteriores, hemos
dado algunos pasos en la direccion del objetivo propuesto, tales como la ca-
racterizacion de la relacion entre la parte suave de los elementos de matriz
y la inversa de la densidad de estados, el analisis de la influencia de dicha
parte suave y de las fluctuaciones en las transiciones entre distintos tipos de
estadistica espectral y, sobre todo, la influencia decisiva en estas transiciones
de las correlaciones entre los elementos de matriz. A pesar de todo ello, el
modelo propuesto no es lo suficientemente completo como para ser capaz de
reproducir las transiciones observadas y, por tanto, al término de la presen-
tacién de este trabajo el proyecto de simplificacién de las colectividades de
matrices aleatorias aqui tratadas continia siendo un problema abierto.
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Apéndice A
Teoria de matrices aleatorias

En este apéndice describimos los conceptos y expresiones basicas utiliza-
dos en la teoria de matrices aleatorias, sin entrar demasiado en los detalles de
los calculos matematicos, que pueden encontrarse en el libro de Stéckmann
(STOCKMANN, 1999).

A.1. Matrices aleatorias gausianas

Los elementos de una matriz perteneciente a una de las colectividades
gausianas se eligen aleatoriamente. Pero no se tiene completa libertad a la
hora de fijarlos, ya que deben respetar las simetrias propias de su colectividad.
En la colectividad GOE, por ejemplo, las matrices son reales y simétricas,
invariantes bajo transformaciones ortogonales. Por tanto, si la matriz es de
dimensién m se tienen m(m + 1)/2 elementos de matriz independientes.

Vamos a obtener la distribucién de probabilidad de los elementos de ma-
triz, que nos permitird saber la manera de generar una de estas matrices.
Describimos el calculo para el caso concreto del GOE.

La distribucién de probabilidad p(Hii, ..., Hym) de los elementos de ma-
triz no debe depender de la base a la que se aplica. Por tanto,

p(Hyy, o, Hy) = p(Hyy, - H ). (A.1)

H’ se obtiene a partir de H mediante una transformacién ortogonal (H' =
OHOT 00T =1). La relacién (A.1) implica que la funcién p(Hyy, ..., Hypm)
sOlo puede depender de trazas de potencias de H. Ademads, suponemos que
los elementos de matriz no estan correlacionados:

p(Hity oo, Hym) = p(H11)p(H12) - - p(Hypm)- (A.2)

La tnica forma funcional que obedece ambas condiciones (A.1) y (A.2) es la
siguiente:

p(Hip, ..., Hyp) = Cexp|—BTr(H) — ATr(H?))|. (A.3)
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Podemos tomar B = 0 sin pérdida de generalidad (siempre podemos despla-
zar la energia media, T'r(H)/m, al cero). La constante C' se fija utilizando la
condicion de normalizacion

/p(HH, ,Hmm) dHll---dem =1. (A4>

La expresién que se obtiene para la distribucién de probabilidad es

A m/2 24 m(m—1)/4
p(Hi, ooy, Him) = (—) (—) exp —AZHEJ- (A.5)
1,J

T T
La constante A se puede expresar en términos de la varianza de los elementos
de matriz diagonales o de los no diagonales:

() = 57 () =75 (A6)

Analogamente se obtienen las distribuciones para las colectividades GUE y
GSE, imponiendo que éstas sean invariantes bajo transformaciones unitarias
y simplécticas respectivamente. Las expresiones que se obtienen son:

p(Hyr, .., Hyp) = (é)m/2 (%)m(m_w exp {—A ;[(HR)% + (Hp)2) }

s T

(A.7)
para el GUE, donde (Hg);; y (Hy);; son las partes real e imaginaria, respec-
tivamente, de H;;; y

p(Hu, oo, Hym) = (A)m/2 (QA)QM(mI) (A.8)

s ™

exXp {_A Z[(HO)ZQJ + (Haz)zzj + (Hy)?j + (HZ)?j] } )

para el GSE, donde (Hy)j, (Hy)ij, (Hy)ij v (H,)i; son las componentes cua-
terniénicas de H;;.

A.2. Distribuciones de autovalores

La distribucién de probabilidad de los elementos de matriz no permite
una comparacion directa con los datos experimentales, ya que normalmente
lo tinico que se conoce son los autovalores, el espectro de energia. Asi que tiene
mas interés practico la distribucién de autovalores. Esta tultima se calcula a
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partir de la primera y las expresiones obtenidas para cada una de las tres
colectividades pueden incluirse en una sola:

P(Ey, ..., Ey) o [[1E: — Ej|” exp <—AZE3> : (A.9)

i<j

donde v es el indice de universalidad. Toma los valores 1, 2 y 4 para GOE,
GUE y GSE, respectivamente. En esta expresion se observa la repulsion de
niveles de la que se hablaba en la seccién 3.2.2: la probabilidad de que dos
autovalores tomen el mismo valor es nula. Es decir, los autovalores estan
correlacionados, no puede generarse cada uno mediante una variable aleatoria
independiente. Para v = 0 tenemos el caso de autovalores descorrelacionados.

A.3. Densidad media de estados
La densidad de estados de un sistema cudntico se define como

=> §(E-E). (A.10)

En el caso de las colectividades gausianas no estamos interesados en la den-
sidad de estados de una sola matriz sino en el promedio sobre toda la colec-
tividad. Es decir, si generamos un conjunto de matrices pertenecientes a una
colectividad obtendremos a partir de ellas un conjunto de espectros distintos
cuyos niveles de energia seguiran la distribucion de probabilidad de la seccion
anterior para la colectividad correspondiente. Por tanto, el conjunto de den-
sidades de estados que obtendremos a partir de los espectros serdn también
distintas pero la media de todas ellas serd caracteristica de la colectividad.
Wigner (WIGNER, 1955a) derivé la densidad media de estados para las
colectividades gausianas y obtuvo la que se llama la ley del semicirculo de

Wigner:
"I m2 |E| < 1/
(9,(B)) = 4 (A11)

0 FE| >
Bl >\ |5

En la figura A.1 se muestra un ejemplo numérico obtenido a partir de 100
matrices aleatorias de la colectividad GOE de dimensién 1600.

A.4. Funciones de correlacion a k£ puntos

Algunos de los estadisticos mas importantes que miden las correlaciones
de largo alcance dependen de la funcién de correlacion a dos puntos. Esta es la
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30

Figura A.1: Densidad media de estados obtenida a partir de 100 matrices
aleatorias tipo GOE de dimensién 1600 (azul) y curva tedrica (rojo).

densidad de probabilidad de encontrar dos autovalores €, y €2 a dos energias
dadas, independientemente de la posiciéon del resto de los autovalores. La
funcion mas general de correlacion a k puntos se define como

m!
Ri(e1,...,6x) = ( I /P(gl,...,5m)d5k+1...dam, (A.12)

m—k
donde el factor que precede a la integral es para tener en cuenta todas las
posibles formas de escoger k autovalores de entre un total de m.

El célculo de las funciones de correlacién a dos puntos para las colectivi-
dades GOE, GUE y GSE puede encontrarse en el libro de Mehta (MEHTA,
1991).El resultado para los casos del GOE y el GUE es el siguiente:

(GUE) (A.13)

)

Y2(€):(senﬂa)Q_Si(Wg)(Cosws_senms) GO, (A1)

e e (me)?

donde Y3(e) es una funcién equivalente a la funcién de correlacion a dos
puntos, que se usa a menudo y se denomina funciéon de agrupamiento:

Ya(e1,62) = Ri(e1)Ri(g2) — Ra(eq, &9). (A.15)

180



A.4 Funciones de correlacién a k£ puntos 181

En realidad Y5 y Ry no dependen de dos variables, €1 y €9, sino sélo de una,
su diferencia: € = £ — €9, que es la que aparece en las ecuaciones (A.13) y
(A.14).

La funcién de correlacién a un punto, R;(e), da la probabilidad de en-
contrar un autovalor a la energia . Es decir, es idéntica a la densidad media
de estados, (p(¢)), que en los espectros reescalados es igual a 1. Por tanto, la
ecuacién (A.15), puede también escribirse como

Ys(e) =1 — Ry(e). (A.16)

La funcion de correlacion a dos puntos refleja la repulsion de niveles. De las
expresiones (A.13) y (A.14) puede deducirse que

e GOE,
RQ(E) ~ {52 GUE (Al?)

Por tanto, Ry(0) = 0. Es decir, que la probabilidad de encontrar dos auto-
valores con la misma energia es nula, como corresponde a los sistemas con
repulsion de niveles. En cambio, para energias muy grandes R, se va aproxi-
mando a 1. Es decir, que la probabilidad de encontrar dos autovalores muy
separados es muy grande, ya que cuanto mas separados estén més débiles
seran las correlaciones. En el caso de niveles descorrelacionados la funciéon de
correlacién a dos puntos es Ra(e) = 1.

Como se ha senalado al principio de la seccion, algunos de los estadisti-
cos que miden las correlaciones de largo alcance dependen de la funcién de
correlacién a dos puntos. Por ejemplo, la Az(L), que es el utilizado en este
trabajo y se describe en la seccién 3.3.1, puede escribirse en funcién de Rs(¢)
asi:

L 1

/ L(L —e)3(2L% — 9Le — 3e%)Ya(e)de.  (A.18)

A partir de esta ecuacion es facil calcular la expresion dada en 3.3.1 para
la (A3(L)) de los sistemas integrables: si Ro(e) = 1 entonces Ya(e) =0y la
ecuacion (A.18) queda

L

(Bs(L)) = 7 (A.19)
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Apéndice B

Densidad de estados del
sistema de N particulas

En este apéndice se realizan los célculos omitidos en la seccién 4.3.

B.1. Calculo de la densidad de estados

En la seccién 4.3.1 se obtuvo la siguiente expresion para la densidad de
estados del sistema de N particulas:

dM(E i Z D o (H ) b} (E—ji:;eij). (B.1)

{ijeN} P

A continuacién se realiza el cdlculo explicito de los casos N = 2,3, 4.

B.1.1. Caso N =2

Aplicando (B.1) al caso de dos particulas se obtiene

1
2 E) = 5 {25“5“5(E —€; — €j) + ¢Z5”6316<E —€; — 6]‘)}
1,7 12¥)
1 1
2y} K]

Cada uno de los dos sumandos puede escribirse en funcién de la densidad de
una particula p(E):

-Zé( —e; —€)) /an(S n—e; ZéE n—e;)
= /_OO dn p(n)p(E —n) = p(E) * p(E)

o0
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184 Densidad de estados del sistema de N particulas

1 1
. Z O(E —2e:) = 5 ;5(15/2 — i) =5 p(E/2)
Asi, la densidad ¢ (E) queda

9 (E) = 5 p(B) = p(E) + 6 p(B/2). (.3

B.1.2. Caso N =3

Para aplicar (B.1) al caso de tres particulas necesitamos conocer las per-
mutaciones de tres indices (4, j, k) con sus correspondientes signos (—1)% en
el caso de fermiones. Estas se dan en la siguiente tabla:

n|3[3]2]2]2
++1+7-1-71-
i k| Jj k|
Jlilkl|iljlk
klj|il|k|ilj

En la primera fila, la n indica la permutacién natural y los niimeros indican
el nimero de indices que intervienen en cada permutacién. Por ejemplo, 2
indica que dos de los indices cambian su posicién respecto de la permutacion
natural mientras que el tercero queda fijo en su posicion; 3 indica que los tres
indices cambian su posicién respecto de la permutacién natural.

Entonces la ecuacién (B.1) quedaria

1
9(3)<E) =3 Z (04i6;0kk + 0ik0ji0kj + 0550,10k; + 00;j0;i0kk + P0ise0;;Oki

i7j7k:

1
+ (25 5ii5jk6k]’) (5(E — € — € — ek) = g {Z (S(E — € — € — ek)

irj,k
+2) 6(E—3e;) +¢3) 6(E—e;— 2ej)} . (B.4)
( 2
El primer sumando corresponde a la permutacién natural, el segundo corres-
ponde a los dos casos en que se intercambian los tres indices y el tercero a
los tres casos en que se intercambian sélo dos indices.
Escribiendo cada sumatorio en funcién de la densidad de una particula:

. Z5(E—ei—ej—ek):/oo ané(n—ei)/Oo d)\Z(S()\—n—ej)

S oE-a—e) = [ adnot) [~ x5 -
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B.1 Calculo de la densidad de estados 185

= [ [ [ oo = nsan] o8 = 2) = o) < () < ()

o0 o0

ZéE 3e;) = Z&E/S—el = p(E/B)

-Zé(E — 2¢;) / ané — 2¢;) ZéE n—e;)
irj -
1 oo

= /oo dnp(n/2)p(E — 1) = %p(E/Q) *p(E),

la densidad ¢®(E) queda

I9(E) = 3 | )« E) « (B) + 03 B 2) ol E) + S o(E/3)] . (B)

B.1.3. Caso N =14

Las permutaciones de cuatro indices (i, 7, k,[) con sus signos correspon-
dientes se dan en la tabla siguiente:

nl2]212]2]2]213[3[3[3]3
- -T-T-1-T-1T+1+[+[+]~
i i li il k| 11d]dilg7]Fk
Gl el ililgl il k|k| ]
Bl k| k|alk| G0 ]d]k]|
Dlk| il it]il kil 1]ill
3133222222444 ]4][4]4
T+ [+ [+ 1+ -1-T-T-1T-T-
1111 5 | k11 [jli1k[k|I]1
Glalg a1 k|1 |klil|llilk
Dlkl a0 i |G laltli]glili
il gkl k| G i kil ailk]|g

De nuevo n indica la permutacién natural y los nimeros indican el ntimero
de indices que cambian de posicién respecto de la permutacién natural. (2, 2)
indica que los cuatro indices se intercambian por pares.

Entonces, teniendo en cuenta todas las permutaciones, sin necesidad de
escribir explicitamente todos los términos de la ecuacién (B.1), es facil deducir

185



186 Densidad de estados del sistema de N particulas

que ésta da lugar a la siguiente expresion:

(4)(E 4'{2(5 —el—ej—ek—el—HﬁGZ(S —e; —e; — 2ey)

i,7,k,l W4,k

+8) 6(E—e;—3¢;) +3) 6(E — 2 — 2¢;) +¢626(E—4ei)}
2,] .7 i

(B.6)

Escribiendo cada sumatorio en funcién de la densidad de una particula:

: Z&E_ei_ej_ek_el):/_mdn/_mdx/_mda;&a—ei)

i,k

25 —a—ej) Zén A —ex) Z(FE n—ep)

/ dn/ dA/ dap(a)p(A — a)p(n — N)p(E —n)

= p(E) x p(E) x p(E) x p(E)

2(5 —e;i—e;—2e) = / dn/ d)\Z(S)\ 2ey,) 2(577 A—e;)
4,5,k

ERED =5 [ _n [ o2l - NolE -

- §p<E/2> « p(E) * plE)

-25 — 3¢;) / anén 3e;) ZéE n—e;)

/ dnp(n/3)p(E — 1) = 1p<E/3>*p<E>

3

-Z(S(E—%Z 2e;) / ané — 2¢;) ZéE n — 2e;)

! / " anpln/2)E1) = ipwm « p(B/2)

Za (E — 4e;) = Zé E/4 — ip(E/ZL),
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B.1 Calculo de la densidad de estados 187

la densidad ¢ (E) queda

gW(E) = % p(E) % p(E) * p(E)  p(E) + ¢g p(E/2) * p(E) x p(E)

42 pE3) < p(B) + 5 p(B/2) * plE[2) + 65 p(E/9)| . (BT

Las fracciones no se han simplificado para poder entender mejor de dénde
proviene cada término y extender asi la formula al caso de N particulas.

El primer sumando corresponde a la permutacién natural. El segundo
corresponde a las seis permutaciones en las que se intercambian sélo dos
indices: el nimero de permutaciones (6) aparece en el numerador del coefi-
ciente y el numero de indices intercambiados (2) aparece en el denominador
del coeficiente y en el denominador del argumento de una de las densidades
p, debido a las propiedades de la ¢ de Dirac, segin se puede ver en los desa-
rrollos de los sumandos en términos de la densidad de una particula. El signo
de cada término corresponde al signo de la permutacion correspondiente en
el caso de fermiones (¢ = —1). En el caso de los bosones todos son positivos.

Para encontrar una férmula general seria necesario entonces clasificar las
permutaciones segtin el tipo de término a que den lugar. Y sabiendo el niimero
de permutaciones de cada tipo se podrian deducir los coeficientes que apare-
cen en (B.7).

B.1.4. Caso general

Toda permutacion P de N elementos puede descomponerse como pro-
ducto de aq,as,...,ayn ciclos de longitud 1,2,..., N, es decir, que desplaza
ciclicamente a; grupos de k indices. Por ejemplo, la permutacién de 8 elemen-
tos 85263471 puede obtenerse a partir de la permutacion natural 12345678
realizando los siguientes pasos:

15243678 — 15263478 — 85263471 (B.8)

Primero se desplazan los indices 235, después 46 y por ultimo 18. Es decir,
que la permutacion se puede descomponer en 1 ciclo de 3 indices, 2 ciclos
de 2 indices y 1 ciclo de 1 indice (el 7, que permanece invariable): a; =
l,ao = 2,a3 = 1l,a4 = a5 = ag = ay = ag = 0. Obviamente, se cumple

N
ZT:l ra, = N.
El operador de permutacién puede escribirse como

N ar

P=T]T[2". (B.9)

r=1s=1
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188 Densidad de estados del sistema de N particulas

En el ejemplo anterior, P = O1Q2D Q2 Q3.
Asi, volviendo a la expresion (4.28) para la densidad de estados:

gM(B) =330 (1,
I P

extendiendo la suma en I a suma en los ¢; sin restricciones e introduciendo
(B.9) se tiene

5

1p> J(E — By, (B.10)

N ar N
CEE PR (1101 CEITIEE oo
" {i;eN}  {ar} r=1 s=1 j=1

rar=N
(B.11)
donde el nimero de transposiciones basicas ¢, asociado a cada permutacién

se ha expresando también en términos de la descomposicién en ciclos: ¢'» =
¢Zf.\/:1(7“—1)ar = QSN_Ef»V:l ar — ¢N+Z£V:1ar‘

Cada operador Q™*) afecta a una secuencia de r indices ig,, gy, - - -, fg,:

Q(r’s){iquiqza lgsy - Zbqr} = {i(Ir7 lgys gz Z’qrq}- (B.12)

Por tanto, actuard en (B.11) de la siguiente manera:

S Cloms) | N8 S o
<1q1, Ggas s lg |9 Ugrs Lgnys - -5 gy ) = 6%1(125@(]2%3 e Oig g,
(B.13)
T
S o lOms) | 1 ) = 5 S o
<zq1,zq2, coy g |Q gy lggy - - - » bg, Cig | = T€iy Oig gy (51(12“13 o Oig g,
k=1
(B.14)

Asi, debido a estas ¢ de Kronecker la suma en los N indices ; se ve reducida.
Concretamente, queda sélo un indice distinto por cada ciclo, es decir, en total
> a, indices, a los que llamaremos j§’”). Esto se ve claramente en los ejemplos
anteriores de 2, 3 y 4 particulas. En general,

N ar N
Z <i1,i2,...,i]\[ HH@(T’S) il,ig,...,iN>5<E—Z€ij>
j=1

{i;eN} r=1s=1

= Z 1) (E— ZTiGJy)) . (B.15)

{ng)} r=1 s=1

Ademis, todas las permutaciones pueden clasificarse segin la descomposicion
en ciclos, es decir, agruparse segtin la secuencia {a,} que las caracteriza. El
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B.1 Calculo de la densidad de estados 189

nimero de permutaciones de N indices que contienen aq, as, ..., ay ciclos de
longitud 1,2,..., N es

A
NT] ol (B.16)
r=1 r

bien definido para los ay = 0, ya que contribuyen con un factor 1.

Asi, la suma en permutaciones se reduce a la suma en los {a,} y la
densidad de estados queda

gM(E) =" Y (Hra:;,>25( Zriej@>, (B.17)

{a,»} r=1 (r)
S rane {45}

donde se ha utilizado ademds ¢V +Erm1ar = gV gzﬁZiV:l ar — plV Hivzl oo,

Esta es la expresion general de la densidad de estados de N particulas en
términos de suma en indices. Puede comprobarse comparando con las densi-
dades obtenidas para 2, 3 y 4 particulas (expresiones (B.2), (B.4) y (B.6)). El
siguiente paso es encontrar la férmula general en términos de productos de
convolucién de la densidad de una particula. Se han visto tres casos concretos
y observando la manera de tratar cada término podemos deducir cémo seria
el caso general de N particulas.

La parte que se transforma en productos de convolucion es

Z ) (E — ZTazTejgr)> . (B.18)

{]27)} r=1 s=1

En efecto,

(r)} (1) (1)
1
> om0 =l — e s -l - o =0l — 2e?)
j<1) (2) .(2)
ay J1 Jag
_ N
0B =) = Net™)
A(N)

H To(E/2) H p(%fiz v, p(E]éN) (B.19)

189

(1))...

N ar
Z5< ZTZe;,-y») / /ancS ) S s — ) — e
r=1 s=1



190 Densidad de estados del sistema de N particulas

Asi, la densidad de estados de N particulas queda

9By =0V <Hr¢a') (*HH@)

Z{M}—N r=1 r=1s=1
N ¢(T+1)ar N ar
= > Hirzara , «[TT]o(E/r) ) (B.20)
{ar} r=1 r r=1s=1
S rar=N

B.2. Parte suave de la densidad de estados

B.2.1. Caso N =2

La expresion de la parte suave de la densidad de estados de dos particulas
es la siguiente:

9 (E) = 3 pE w pE) 61 p(E/2) = 5 [ dnpl(E — )67 (/2

1

25/0 dnmﬂ%, (B.21)

donde en la ultima igualdad se ha utilizado la expresién (4.36) para la den-
sidad de estados de una particula.

Para calcular la integral que aparece en (B.21) es necesario tener en cuenta
la relacion

p(EV)p(E2) = 0(Er — E2)Ri(E) + Ra(En, Eo)
= (5<E1 - EQ)Rl(El) + Rl (El)Rl (EQ) - Y'2<E17 EQ) (B22)
entre el promedio del producto p(E;)p(Es) v las funciones de correlacién a
uno y dos puntos definidas en el apéndice A, donde se explica también que la
funcién de correlacién a un punto coincide con la densidad media de estados,

que en este caso es igual a 1, segin (4.36).
Entonces la parte suave de ¢® (E) queda

S E E E
) =5 | [ o= py+ [an - [Canvis-m) oy

1

1 17T [F B
:§E+¢Z+§{/O dn5(277—E)—/0 dan(n,E—n)}, (B.23)

La primera de las integrales resulta

/OEdné(Zn—E):%/oEdn5<n—§>:% (B.24)
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B.2 Parte suave de la densidad de estados 191

La segunda depende de la colectividad utilizada, ya que aparece la funcion Y5,
que da cuenta de las correlaciones y depende por tanto del tipo de espectro.
A continuacion calcularemos esta integral para cada uno de los tres tipos de
espectro utilizados: GUE, GOE y Poisson.

Espectro GUE

La expresién de Y; para el GUE es la siguiente (apéndice A):

M) (B.25)

Yo(Ey, Ep) = Yo(E) = < 7

donde FF = E; — Es.
La integral que queremos calcular es entonces

[ T

que, con el cambio de variable § = F — 2n, resulta

Lo (5 o (5

1 1—cos(2rE) — 21 Esi(2nE)

=_ B.27
2 2m2F ’ ( )
donde si es la funcién seno integral y tiene la siguiente expresion:
) > sené
0

Por tanto, sustituyendo las integrales calculadas en la ecuacién (B.23) la
parte suave de la densidad de dos particulas queda para el caso del GUE

— E 1 1—cos(2rE) — 2w Esi(2nE)
@(E) ==+ ¢- : B.2
Espectro GOE
La expresién de Y, para el GOE es (apéndice A)
senmE\ > cosTlk  senmE
Yo(F) = —si(mE — . B.
() = (257 ) —site) (“25F - o (B30
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192 Densidad de estados del sistema de N particulas

E
La integral / dnYs(n, E —n) es entonces
0

/OEdnYz(n,E—n) — /OEdn [(sex;[zrg;_;;)m])g

) cos|m(E —2n)]  sen[r(E — 2n)]
~s(ets 20 (G - T )| B

que, con el mismo cambio de variable utilizado en el caso del GUE (0 = E — 27),
queda

/OEdnYmE—n) - /OEchQ(e) - /OEde [(Sef;fg”)g

siteo) (0 22D B

De la expresion (B.28) se deduce que

dsi(mf))  sen(mf)
= (B.33)

Por tanto, la integral puede escribirse

La primera parte de esta integral ya fue calculada (ecuacién (B.27)), con el
resultado

/E o (se,n(7re))2 1 1—cos(21E) — 2nEsi(21E)
= - ,
0

B.
70 2m2E (B.35)

La segunda puede calcularse por partes y resulta

[ (e 2 ) - [0 ], o G
) [si(w@) sen(ige)}E _/Ed(9 (sen(g9)>2
_ si(wE)senEwE) . % - /OE " (sen(g@))2 (B.36)

mE T
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B.2 Parte suave de la densidad de estados 193

Entonces la integral completa es

E introduciendo (B.35) aqui la expresion explicita es la siguiente:

E 1  cos(2nF) + 27 Esi(2nF) —si(mE)sen(nE) — 1
[ vt 5 = 4 278 (2rE) — si(xE)sen(nB) - |
0

mE
(B.38)
Por tanto, la parte suave de la densidad de dos particulas para el GOE es
— E 1 1+4si(rE)sen(mE) — cos(2nE) — 2nEsi(2nE
gO(E) = 21 g1 L Elsen(rl) —coslonF) — onBCnE) - g

Espectro Poisson

En este caso la funcién Y3 (E) es nula (apéndice A). Por tanto, la integral
que estamos calculando es también nula y la densidad de estados de dos

particulas queda

—= E I 1
O(E)==+0¢-+ . B.4
9AE) = 5 + o7+ (B.40)

B.2.2. Caso N =3

La parte suave de la densidad de estados de tres particulas tiene la si-
guiente expresion:

9O(E) = £ p(E) = p(E) = pB) + 0 p(B/2) % p(E) + 5 (B /3)
= é /0 dA/O dnp(n)p(A —n)p(E — A)
o1 [ dul/RE =) + §A(E/3), (B.41)

Si consideramos una primera aproximacion en que la parte suave viene dada
sélo por la parte proveniente de la parte suave de p(F) tenemos

sE) =[x [ dptap(n - w2

oq [ a2 =)+ 5AE/3). (B2

que puede integrarse facilmente teniendo en cuenta que p(E) = 1 y resulta
— 1E2 1

1
®) =__
gB¥(E) 62 +¢4E+ 9 (B.43)
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194 Densidad de estados del sistema de N particulas

A continuacién consideramos el cdlculo completo de la ecuacién (B.41). Bus-
camos una cota superior para la densidad de estados.

E A
Para la primera integral I; = / d)\/ dnp(n)p(A —n)p(E — X) necesi-
0 0

tamos utilizar la siguiente expresion:

p(E1)p(E2)p(Es) = Rs(Ey, Bz, Es) + 6(Ey — Ez) Ry(Es, Ej)
+ 5(E1 — Eg)RQ(El, EQ) + 6(E2 — Eg)RQ(Eh Eg)
4 O(Ey — Es)o(Es — By)Ry(Ey), (B.A4)

donde Rj3 es la funcién de correlacion a tres puntos, que puede escribirse en
términos de la funcion de agrupamiento Yj:

R3(Ey, Es, Es) = Y3(Ey, By, E3) + Ry(E1)Re(E2, Es) + Ri(Es)Re(E1, Es)
+ Ri(E3)Ro(Ey, Es) — 2Ry (E1) Ry (E>) Ry (Es).  (B.45)

E
Para la segunda integral I, = / dnp(n/2)p(E —n) debemos hacer uso
0

de la expresiéon

p(Ev)p(E2) = 0(Ey — Ea)Ri(Ey) + Ro(Ex, Es)
= 5<E1 — Eg)Rl(El) + Rl(El)Rl(Eg) — YQ(El, EQ), (B.46)

que ya fue utilizada en el caso de dos particulas.
Teniendo en cuenta que

Ri(E) =1, (B.47)
0 <Yy, Ey) <1 (B.48)
Y3(En, B, E3)| < 2, (B.49)

se tiene que las funciones de correlacién utilizadas cumplen

0< Ry(FE1,Ey) <1 (B.50)
0 < Ry(Ey, Es, Es) < 3. (B.51)
Y por tanto,
0 < p(E1)p(Ez) <1+ 6(Ey — Ey) (B.52)
0 < p(Er)p(E2)p(Es) <3+ 0(Ey — Ey) +6(Ey — E3) + 6(E, — E3)
+ (B — E»)0(Fs — ). (B.53)

Asi, el calculo de las correspondientes integrales nos permite acotar la den-
sidad como

gO(E) < =— 4+ =+ — (B.54)
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donde se ha tomado ¢ = 41 para tener una cota superior valida tanto para
fermiones como para bosones. Entonces la densidad nunca crece mas deprisa
que un polinomio de grado 2.

También puede estudiarse el comportamiento asintético de la densidad.
Las integrales a realizar para el calculo de la densidad son de varios tipos.
Las mas sencillas son las integrales de constantes y de funciones § de Dirac,
que son inmediatas. Pero ademds, hay integrales donde aparecen funciones de
agrupamiento a dos y a tres puntos, que son mas complicadas. A continuacion
se describe el método utilizado en cada tipo de integral mediante tres ejemplos
y se da el resultado final.

En primer lugar, para la integral de la funcién de agrupamiento a tres
puntos, que es la siguiente:

/OEda/oadﬁY3(ﬂ,Oé—ﬂ,E—oz):/OEda/OadﬂY},(O,a—Qﬂ,E—a_g)

(B.55)
se utiliza el cambio de variables { = a —20,v = E —«— (3}, cuyo jacobiano
vale 1/3. El dominio de integracion es un tridngulo que se transforma segin

B=0—-p=a€l0,El,v=E—a=E—p
f=a—pu=—-ac|[-E0,v=FE—-2a=FE+2pu
a=F—u=FE-20€[-E El,v=—-0=(u—F)/2 (B.56)

Por tanto, tras el cambio la integral resulta

E F(w)
/ du/ dvYs(0, p, v), (B.57)

donde

flv) = {E+ 2, € B0 (B.58)

E_:U’7 HG[OaE],

y considerando la energia muy alta, es decir, E — 0o, podemos extender el
dominio de integracién a R? y utilizando la propiedad de las funciones de
agrupamiento, valida para las tres colectividades clasicas (FRENCH et “al.,
1988),

/ Yo(zi, ..., zp)de, = (n— )Y, 1(x1, ..., Tpq) (B.59)

el resultado de la integral es

2

//R? Y5(0, p, v)dudy = %Yl(O) =3 (B.60)
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196 Densidad de estados del sistema de N particulas

Por tanto, el comportamiento asintético de la integral (B.55) es

E a 2)
/ da/ dBYs(0,a — 20, E —a— ) ~ —. (B.61)
0 0 3

La segunda integral cuyo célculo detallamos es

/OEda/OadﬁYQ(@E_a) :/OEd&/OadﬁY'g(E—a—ﬂ). (B.62)

Con un cambio de variables similar al anterior, {u = a — 5, v = E — a — 3},
queda

/ du/EﬂLqug / dp /E uqug / dv(E — v)Y3(v)

5 - —ﬁ[log(27rE) +&] +O(1/E),  (B.63)

donde en la ultima igualdad se ha utilizado
s 1 1
VP (u)du = = — O(s72
| ¥ i ()
/ wYy (u)du = B 2[10g(27rs) +&5] +0(s7h), (B.64)
0

relaciones validas para 0 = 1, 2, es decir, para GOE y GUE, respectivamente,
y donde £z es una constante distinta para cada colectividad (MEHTA, 1991).
El tercer tipo de integral es de la forma

E

E e
/ da/ dﬁYg(ﬁ,a—B)é(E%—ﬂ—Qa):/ Ys(2a — B, E — a)da
0 0

E/2

E
:/ Y3(2F — 3a)da.  (B.65)
E/2

Con el cambio de variable {y = 2F — 3a} queda

1 [ F 1 [E 1 (B2 1 )

5, et =5 [ v =5 [ dnt) = g - 00/

(B.66)

El resto de integrales se trata de manera similar a estos tres ejemplos

descritos y el resultado final para el comportamiento asintético de la densidad
es el siguiente:

o 1 27T2ﬁ[log(%E) + &3] + é + O(1/E). (B.67)
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B.2 Parte suave de la densidad de estados 197

Espectro Poisson

Es el caso més sencillo, las funciones de correlacién valen Ry(Fy, Ey) =
R3(FE1, Ey, E3) = 1y, por tanto, hacer el célculo exacto es viable. Las expre-
siones (B.44) y (B.46) quedan

p(EV)p(E2)p(Es) =1+ 6(Ey — Ea) +6(Ey — E3) + 6(Ey — Es)
4 (B — E)(Ey — E), (B.68)

p(EV)p(Es) =14 6(E) — E3), (B.69)

y el resultado, tras realizar las correspondientes integrales en (B.41) es

2

JO(B) = %+%(1+¢)+é(1+¢). (B.70)

B.2.3. Caso general

Vamos a generalizar al caso de N particulas la cota para la densidad
obtenida en el caso de 3 particulas (B.54). En primer lugar, para obtener
una expresion general que relacione el promedio de productos de densidades
de una particula con las funciones de correlacién, como se ve en (B.44) y
(B.46), los expresamos de la siguiente manera:

[T ot =TT [ 6t —ei) (B.71)

i=1 g=1 \ i,

R,({z:}) =] Z 0(zq =€) |- (B.72)

q
(inia )

Es claro que el producto de densidades incluye més términos que la funcion de
correlacién, ya que los indices 7, pueden tomar cualquier valor en el primer
caso y en cambio tienen restricciones en el segundo. Asi, la relacién entre
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198 Densidad de estados del sistema de N particulas

ambas expresiones es la siguiente:

H zq) = Rp({z4}) + 25 — ) Ry 1 ({24}, 24 # 1)

3N 6 — a)d(an — ) Rya({ag}, 24 # i 0)

i<j k<l
z’<kj;£l

H 5 — .Z’z+1 R1 (.Z'p)

p—1

Ry({zq}) + 11 > 0wy, — x5, | | Reer{aed, o # {xs,}).

=1 ig<iq
(11 <ig<--<iy)
(G1#ge##1)
(B.73)

Es decir, la suma en {7, } sin restricciones es igual a la suma con i; # iy # - - -,
mas las sumas en que 2 indices son iguales y los demas distintos, mas las
sumas en que 3 indices son iguales y los demés distintos, etc. Puede verse
que el nimero de sumandos de cada tipo, es decir, el niimero de sumandos
que contienen funciones de correlacién a k puntos viene dado por S,gk), que
son los nimeros de Stirling de segunda especie.

Ademids, sabemos que las funciones de correlacion estan siempre acotadas

por constantes, 0 < Ry(x1,- -, ;) < My, Va;. Por tanto, podemos escribir
p p—1 l
H p<xq) < MP + Z Mp—l H Z 5('xlq x]q)
q=1 =1 q=1 1q<Jq

(11<ig<+<iy)
(G1#ge##51)

M,_, 5zo+H > @, -y, (B.74)

1q<Jjq
(11 <ig<-- <Zz)
(J1#ge#-#i1)

N
Il
=}

La expresién de la densidad que habiamos obtenido es

N ¢(T+1)ar N ap
- S (M) (Mwen). wmo
{ar} r=1 T r=1s=1
S rar=N
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B.2 Parte suave de la densidad de estados 199

Y lo que pretendemos acotar son los productos de convolucion * Hr e, p(E/),

es decir, integrales de la expresién (B.74). Cada término * [T, [1, p(E/r)
contiene el producto de ) a, densidades de una particula, por tanto, es
p =Y a,. Ademads, segtin el desarrollo (B.73), hay sumandos con productos
de 0,1,2,...,p—1 funciones § de Dirac, y al realizar las p—1 integrales todos
los sumandos pueden acotarse por

[ fan= oz [ [tz [ [ aite, - o050, -
> /.../dﬁ(g(% )b, ). (B.76)

Asi, los productos de convolucién cumplen

N ar

TITL o/ < [ZMP S

r=1s=1

EP-
(p —1)!'

(B.77)

Ya que SI(;O) y p > 1, puede extenderse el sumatorio hasta p,

[Z M S

N ar

HHp (E/r) < [ZMP lg(p )

r=1s=1

)
(B.78)
Asi, la densidad de estados queda acotada como

N > ar ) EZ ar—1
M(E) < M, SE B.79
g ( )— {Z} <1_[1r2ara'> Z k Z‘IT ZCL _1) ( )
ar r=

donde puede verse ya que la cota es un polinomio de grado N—1, ya que Y _ a,
puede valer como maximo N. Al tratarse de una cota superior tomamos todos
los términos positivos, por eso desaparecen los factores ¢(r + 1)a,.. Podemos
simplificar la expresiéon un poco mas si escribimos

1 P Er-1
(k)
ra,! (;M’“SP ) (p—1)!

7 N
gM(E) <

WE

=
Il
—

{a} =1
Srar=N
Z ar=p

Zng(k)>

Il
Mz

Z H rarq,!’ (B'SO)

Z ’rar
Z ar=p

7
L
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200 Densidad de estados del sistema de N particulas

ya que utilizando la igualdad

N
1
NI 1T = (—1)N-Ps®) (B.81)
{a,} r=1 T
S rar=N
zar:p

donde S](\I;) son los numeros de Stirling de primera especie, finalmente obte-
nemos

3(E) < % ;(_1)Np5]<5> (kzo ng;k)) : pE:)!. (B.82)
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Apéndice C

Calculo analitico de la funcion
de agrupamiento a dos puntos
para N =2

En este apéndice se detalla el calculo de la seccion 4.4.4 a partir de la
expresion 4.63

_ g@(E) 9P (E) L O — B)

VB, By =1- 2 2V2 Sl
9D (E)gD(Ey) 9@ (E)

y bajo las hipétesis Fy, Ey > 1y 0 < |Ey] — Ey| < Ey + Es.

Utilizando ¢®(F) = E/2 para la densidad promedio y la expresién
(4.31), g@(E) = L p(E) x p(E) + ¢4 p(E/2), de la densidad en el promedio
g (E)g?(FEy), y expresando los productos p(E1)p(Es) - - p(E,) en térmi-
nos de funciones de correlacién a k puntos del espectro de una particula, se
llega a

1 F1 FEo
}/2(2)(E1,E2) =1- {/ dn/ dARy(n, By —n, A\, By — X)
EvEs 1o 0
E1 El
+2/ an:i(na E1—777E2—77)+2/ dT}Ri’)(na El_nan_E1+E2)
0 0

+ %RQ(EQ/Q, E\/2)] (C.2)
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202 Cilculo analitico de la funcién YQ(Q)(El, E,)

para fermiones y a

1 FEL E>
VOB, By =1 U‘M/ ARy, Er — A\, By — A)
E\Ey | o 0
Eq Ey
+ 2/ dnRs(n, By —n, By —n) + 2/ dnRs(n, Ey —n,n— E1 + E,)
0 0

EQ El
‘|‘/ dnRs(E1/2,m, E2—77)+/ dnRs(E3/2,n, E1—n)+2Ry(E /2, B, —E,/2)
0 0

+ 2Ra(Er/2, By — By /2) + %RQ<E2/2,E1/2> (C.3)

para bosones. Ahora, teniendo en cuenta que las funciones de correlacién
estan acotadas, podemos eliminar todos los términos excepto los dos prime-
ros, ya que estamos trabajando en el limite FE;, F5 > 1, en el cual estos
términos despreciados son orden O(1/FE). Asi,

1

Y (B, Ey) ~ 1 —
2 ( 1, 2) E1E2

B By
/ dn/ dARy(n, Ey —n, A\, Eo — X)), (CA4)
0 0

El integrando R4(E1, Es, E3, E4) puede escribirse en términos de las funciones
de agrupamiento Y, con k£ < 4, como

Ry(EN, By, B3, Ey) = =Y, (B, By, Bs, Ey) + Y3(Ey, Ey, E3)Y(Ey)
+ Y3(Ey, By, Ey)Y1(Es) + Ys(Ey, Es, Ey)Y1(Ey) + Ys(Ey, Es, Ey)Y1(Ey
+ Yo (Ey, Ey)Ys(Es, Ey) + Yao(Ey, E3)Ys(Ea, Ey) + Yo(Ey, Ey)Ya(Es, Es)
—Y5 (B, E)Y1(E3)Y1(Ey) =Y (Er, E3)Y1(E2)Y1(Ey) =Y (Er, Ey)Y1(E2)Y1(E3)
—Y5(Ey, E3)Y1(E0)Y1(Ey)—Ya(Ey, Ey)Y1(E))Y1(Es)—Ya(Es, E)Y1(E)Y1(Ey)
+ Y1(E1)Y1(Ey)Y1(E3)Yi(Ey). (C.5)

E introduciendo esta tltima expresién en (C.4) queda

1 FE1 FEo
VP EE) ~ g [ dn [ Vil B - n B )
ErEs Jo 0

—Y:g(El—?’], >\7 E2_>\>_}/3(na )‘7 EQ_)\) _YE3<7]a E1—77; EZ_A)_}/?)(TL E1—77> A)

—Y5(2n—E1)Y2(2A—E3) = Yo(n—\) Y2 (E1 — Ea+-A—n) —Ya (E1 —A—n) Y2 (Es—A—n)

+Y5(n, Ey—n)+Y2(n, \)+Ya(n, Eo—A)+Ya(Er—n, \)+Yo(E1—n, Ey—X)+Ya(A, E2—>\)—1] .
(C.6)

A continuacién veremos que todos los términos del integrando excepto el
iltimo dan una contribucion a la integral que, en el limite en el que estamos
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trabajando, tiende a cero. Para ello detallamos el calculo de las integrales
de algunos de ellos, el resto se tratan de manera similar. La primera de las
integrales es

1
EEy

FE1 FEo
0 0
Aqui utilizamos el hecho de que las funciones de agrupamiento caen rapi-
damente a cero cuando sus argumentos crecen, es decir, que los argumentos
deben ser suficientemente pequenos para que la contribucion a la integral sea
significativa,

n—Al<e, |Ei—-ExtA-—n=[A-nl<e
‘El—)\—T]’§€, ‘EQ_)\_,’?|§€
|Ey —2n| <e, |Ey—2\<c¢ (C.8)
donde € es una cantidad de energia suficientemente pequena (¢ < Ey, Es) y se

ha utilizado el hecho de que E; y Es son lo bastante préximas (| E1— Eq| < €).
Entonces podemos escribir

1 Eq1/2+¢€/2 Es/2+¢/2
I ~ / dn/ dA\Yi(n, By —n, A, Es — N). (C.9)
ErEs g, ja—c)2 Es/2—¢/2

Teniendo en cuenta la propiedad de las funciones de agrupamiento a k-puntos
|Yi(Ey, Es, ..., Ey)| < k! se tiene

1 Eq1/2+¢€/2 Es/2+€/2
-[1 < / d"’)/ d>\|}/4(777E1 -1, >\a EQ_A)|

T E1Es Jpa-cpn Es/2—¢/2 (C.10)
g2
< 3!
- BB
La segunda integral es
1 Fq Fo
I, = d dNY3(Ey —n, A\, Es — A C.11
=g [ B —aAR-N )
Usando que
Yé(El _777)\7E2_)\) :}/3<0,E1 _7]_)\,E2_2)\) (012)

y el cambio de variables « = Ey — 2\ y f = Ey — n — A se obtiene

1 Fo El—E2/2+a/2
I, = / da/ dBY3(0, 5, a), (C.13)
* T 2E\E, |_p, /2~ Es /2 ’
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204 Cilculo analitico de la funcién YQ(Q)(El, E,)

donde el dominio de integracién se aproxima a R? segiin crecen E; y E,. Asf,
haciendo uso de la relacién entre funciones Yj consecutivas valida para las
tres colectividades cldsicas y sus interpolaciones (FRENCH et “al., 1988)

/ Yo(zy,...,zn)de, = (n—1)Y, 1(x1,...,2n-1) (C.14)
se llega a
1
I, ~ ) C.15
T F\B, (C-15)

El tercer tipo de integral es

Iy =

Ey FEo
/ dn/ ANYy (21 — F1)Ya(2X — E). (C.16)
E1Ey 0

Utilizando el cambio de variables « =2n— E;y =2\ — Fy

I = 4E1E2/ da/ 0BYy(0)Ya(5)

) (”O (%))

donde en la tdltima ecuacion se ha hecho uso de las integrales conocidas de
las funciones de agrupamiento a dos puntos de las colectividades clasicas
(MEHTA, 1991).

Por 1ltimo, la cuarta integral es

1 E1 E2
I, = d d\Ys(2n — E
4 E1E2/0 77/0 2( n 1)

(C.17)

B (C.18)
= — dnYs(2n — E
2 nYa(2n — En),
y con el cambio de variables y = 2n — F;
1 Er 1 (B
Iy = 2E. 5 (1) dp = oA Yo (p) dp
! tJo (C.19)

R B
—E1 2 V7T2E1 E12 ’

donde v es el pardmetro de repulsion.

Como se puede ver las cuatro expresiones (C.10), (C.15), (C.17) y (C.19)
tienden a cero en el limite F;, E; > 1. Y lo mismo ocurre también con el
resto de términos de la integral que no detallamos aqui.

Entonces el comportamiento de la funcién de agrupamiento a dos puntos
del sistema de dos particulas es en el limite en el que trabajamos

V3 By, By) ~ 0, 0<|Ey— By| < By + Bs. (C.20)
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