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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Interacciones fundamentales

A finales del siglo XIX sélo se conocian dos interacciones fundamentales, la inte-
raccion gravitatoria y la interaccion electromagnética, ya que los fenémenos fisicos
observados hasta el momento se podian describir con ellas (tampoco se habian desar-
rollado entonces la teoria de la Relatividad ni la Mecénica Cuéantica). Se pensaba,
pues, que los constituyentes de toda la materia eran los 4&tomos, pero la existencia
de cerca de 100 elementos que mostraban propiedades de tipo periédico era un claro
indicador de que los atomos posefan una estructura interna. En 1896 Becquerel
descubri6 la radiactividad, y dos anos después Marie y Pierre Curie consiguieron
separar un elemento con radiactividad natural, el radio. La radiactividad se convir-
ti6 entonces en uno de los problemas que la Fisica Clésica era incapaz de resolver.
La emision de particulas por atomos indicaba, de nuevo, que el 4tomo no era el
constituyente ultimo de la materia.

Rutherford propuso la existencia del niicleo atémico a principios del siglo XX,
en 1911; unos anos después Chadwick encontré que el tamano del nicleo era unos
10* 6rdenes de magnitud menor que el tamafio atémico’. Tras el descubrimiento del
neutroén, en el ano 1932, no habia ninguna duda de que los constituyentes primarios
de los nicleos eran los protones y los neutrones (llamados conjuntamente nucleones).
Las tnicas particulas cargadas dentro del nicleo son, pues, los protones, cuya carga
es igual en magnitud a la del electrén pero de signo opuesto; ya que tinicamente
hay cargas positivas presentes, la fuerza coulombiana entre nucleones seré repulsiva,
lo que lleva a pensar que en el interior del nicleo existe otra fuente de fuerza que
es atractiva y de magnitud superior a la coulombiana. Nos encontramos asi con la
interaccion fuerte.

'El orden de magnitud tipico del tamafio del 4tomo es de 10~ m, mientras que el del niicleo
atémico es entre 107 y 107 m (entre 1 y 10 fm).
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Interaccion Rango (m) Intensidad
Fuerte 1071° 1
Débil 10718 10°°
Electromagnética 00 a~ 1072
Gravitatoria 00 10738

Tabla 1.1: Interacciones fundamentales.

Los neutrones son mas masivos que los protones y, abandonados a si mismos,
decaen eventualmente en un protén y un electréon con una vida media de unos 15
minutos. Estas dos particulas son suficientes para la conservacion de carga eléctrica,
pero los experimentos indican que el momento y la energia no se podian conservar
a menos que estuviese involucrada también otra particula neutra, el neutrino. Esta
idea la sugirio Pauli en 1931 (un afio antes de que Chadwick descubriese el neutrén).
Puesto que esta curiosa particula no tiene carga, no siente las fuerzas eléctricas. Con
estas piezas, en 1933 Fermi consigui6 reconstruir el puzle. Aparece asi la cuarta
interacciéon fundamental conocida hasta el momento, la interaccion débil, que se
pone de manifiesto en la desintegraciéon 5 nuclear (nuclear 3-decay).

En la Naturaleza existen pues cuatro interacciones fundamentales: gravitatoria,
electromagnética, fuerte y débil, cuyas intensidades difieren enormemente depen-
diendo de las energias presentes. Por otra parte, cuanto més intensa sea una inter-
accion, mayor serd la probabilidad de que ésta tenga lugar, es decir, menor sera la
vida media de la particula cuya via de desintegracion principal sea dicha interac-
cién. Esto se resume en la tabla 1.12. Las dos primeras interacciones se formulan
de forma unificada en la interaccion electrodébil, asimismo la interaccién fuerte se
ha unificado mediante la teoria de la cromodindmica cudntica. La unificaciéon de la
interaccion gravitatoria esta todavia sin resolver.

Este trabajo se centra en el estudio de un proceso mediado por la interaccion elec-
tromagnética, que es, sin duda, la interacciéon que mejor conocemos, ya que se pone
de manifiesto en casi todos los fenémenos fisicos a casi cualquier escala. Mas atn,
estudiamos el fendmeno de dispersion de electrones por ntcleos, cuya interacciéon es
puramente electromagnética mediante el intercambio de un fotén (boson mediador
de la interaccion electromagnética), como medio para investigar la estructura de los
nucleos, ligados por la interaccién fuerte.

2Como intensidades relativas figuran aqui las constantes de acoplo de cada interaccion.
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1.2 Dispersion de electrones por nticleos

Los experimentos de dispersion son una de las armas méas potentes de la Fisica para
estudiar sistemas a escalas pequenas. Al igual que un nifio que quiere averiguar lo
que hay al otro lado de un muro lanza piedras por encima de él, en estos experimen-
tos un haz de particulas, de energia y momento conocidos, se lanzan contra el objeto
de estudio (blanco). Las particulas interaccionan asi con el objeto en cuestion. A
partir de los cambios en las cantidades cinematicas durante el proceso, conseguimos
averiguar cosas tanto del blanco como de la interacciéon en juego. El estudio de
secciones eficaces de dispersion es, pues, uno de los procedimientos que més infor-
macioén nos proporciona acerca de la estructura nuclear. La informacion extraida
de este proceso depende en gran medida de la energia de las particulas incidentes
y del momento transferido al blanco. A medida que se aumenta la energia del haz
de particulas incidente, mayor serda el momento transferido al blanco, y, por tanto,
la longitud de onda de De Broglie asociada ser4 menor; asi las particulas actuaran
como sonda para estudiar la estructura del nicleo a escalas cada vez més bajas,
llegando incluso a estudiar la estructura subnucleénica.

En un experimento tipico de dispersiéon, se bombardea el blanco con un haz de
particulas de energia bien definida. Ocasionalmente tiene lugar una reaccién de la
forma

a+b—c+d

entre el blanco y el proyectil. Aqui a y b denotan las particulas incidente y blanco,
y ¢y d los productos de la reaccion.

Es posible ademés producir haces de una gran variedad de particulas (electrones,
protones, neutrones, iones pesados...). Los rangos de energias de que disponemos
varfan entre unos 10~% eV para neutrones frios, hasta unos 10'? €V para protones.
Todo depende de lo que queramos estudiar. Asimismo, como blanco podemos utilizar
solidos, liquidos, gases o incluso otro haz de particulas.

La particula elegida para sondear al nicleo en este caso seré el electron. Una
de las razones es que experimentalmente es facil conseguir un haz de electrones.
Al margen de consideraciones experimentales, el estudio teérico de este proceso es
més riguroso que el de otros, ya que la interaccion entre el electréon y el nicleo es
esencialmente electromagnética, y ésta estd perfectamente descrita a través de la
electrodinamica cuéntica. Por otro lado, la constante de acoplo que caracteriza a la
interaccion electromagnética es lo suficientemente pequena como para permitir un
tratamiento perturbativo de la misma. Nos limitaremos asi a estudiar la interacciéon
electron-nicleo mediante el intercambio de un tinico foton virtual (proceso a orden
maés bajo)?. Esto a su vez ofrece una nueva ventaja, ya que al tratarse de un fotén

3Esta aproximacién se conoce como Aproximacién de Born, y no es valida en el caso de un
proyectil hadrénico.
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Figura 1.1: Seccion eficaz diferencial de dispersion de electrones por un nticleo frente a la
energia transferido, w, para un valor fijo del momento transferido, q.

virtual, la energia y el momento transferido no estan ligados mediante la relacion
w? —¢?% = 0, pudiendo variarse la energia (w) y el momento transferido al niicleo (¢)
de forma independiente.

En el estudio de la dispersion de particulas, el caso mas simple que podemos con-
siderar es el de particula incidente puntual, blanco puntual y potencial electrostatico.
La seccién eficaz que rige este proceso es la conocida seccion eficaz de Rutherford.
Pero, a las energias que consideramos aqui, los electrones son particulas relativistas
con spin %; si tenemos en cuenta esta correccion en la seccion eficaz de Rutherford,
obtenemos la seccion eficaz de Mott. El ultimo paso que consideraremos (que es el
objetivo principal del estudio realizado en este trabajo) es considerar que el blanco
no es una particula puntual, asi pues la seccion eficaz de Mott se vera afectada por
una nueva correccion, a la que llamaremos factor de forma, que nos da idea de la
estructura interna del blanco.

do , _ _ (do 9
d—Q(e — nucleo) = (d_Q> . |F(q)| (1.1)
1.3 Seccién eficaz de dispersion

En la figura 1.1 se muestra un esquema de la seccion eficaz doblemente diferencial
de dispersion de electrones para un determinado valor del momento transferido.



1.4 Objetivos y organizacién de este trabajo

Veamos lo que representan cada una de las regiones que en ella se aprecian.

I. Dispersion elastica a estados discretos: tenemos el mismo tipo de particulas
antes y después del proceso de dispersion. El blanco permanece en el estado
fundamental, absorbiendo tinicamente el momento de retroceso y cambiando
asi su energia cinética. Un estudio de esta zona en funciéon del momento
transferido nos proporciona informacién acerca de la distribucién de carga en
el estado fundamental del niicleo blanco.

II. Dispersiéon inelastica a estados discretos: parte de la energia transmitida al
blanco hace que éste pase a un estado excitado de energia superior (parte de
la energia transferida se transforma en energia interna).

III. Dispersion cuasielastica: Este pico ancho corresponde a las colisiones directas
con los nucleones individuales en el nicleo. Si estos nucleones no estuvie-
ran ligados sino en reposo, uno esperaria ver un pico a una energia perdida
correspondiente a w = %, pero ya que en realidad los nucleones estan en
movimiento, el efecto de la ligadura nuclear se traduce en un desplazamiento
y ensanchamiento del pico. La energia transferida al niicleo, en este caso,
es capaz de arrancar un nucleén del mismo, como si éste absorbiera toda la
energia y momento transferidos. Los procesos en que se detecta este nucleon,
ademés del electron dispersado, se denominan procesos exclusivos, o (e, e'N).

IV. Produccién de piones: en esta regién estamos por encima del umbral de pro-
duccién de piones, asi que los efectos mesonicos jugaran un papel importante.

Una reaccion en la que unicamente se observa la particula dispersada (ya sea en
I, en II, en IIT 0 en 1IV) se llama proceso inclusivo o (e, ¢€’').

1.4 Objetivos y organizacién de este trabajo

Recientemente, el estudio de sistemas nucleares de tres cuerpos ha suscitado un
gran interés ya que los tltimos calculos realizados para estos sistemas, a partir de
potenciales nucledén-nucleén, permiten una descripcién muy precisa de los mismos,
tanto para el estado fundamental del nicleo, como para estados del continuo. Al
estar tratando de estudiar un sistema de pocos cuerpos, la aproximaciéon de campo
medio no es muy satisfactoria y debemos abordar el problema desde otro punto
de vista. En este trabajo hemos adaptado un formalismo relativista para procesos
(e, €'p) al caso del ®He, en el cual utilizaremos funciones de onda obtenidas a partir
de potenciales nucleén-nucleén.

Tras un capitulo en el que se explican la notacién y los convenios a seguir durante
el resto del trabajo, comenzamos por estudiar el proceso electromagnético (e, e'p) en
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un caso general. Se desarrollan a continuacién las funciones de onda que utilizamos
tanto para el deuterén (ntcleo residual en el estado final) como para el *He (niicleo
blanco) asi como las interacciones consideradas para llegar a ellas. Una vez cono-
cidos todos los ingredientes procedemos a calcular la probabilidad de transiciéon y
la corriente nuclear del proceso, que incorporamos finalmente a la expresion total
para la seccion eficaz, principal objetivo de este trabajo. Por tltimo se muestra el
resultado de nuestro calculo junto con los datos experimentales disponibles.



Capitulo 2

Notacién y convenios

2.1

Convenios

A lo largo de este trabajo se considera:

Unidades naturales: h=c=1
Cuadrivectores: A* = (A°, A)
Métrica: A,B* = g, A"B* = A'B* — A. B

Notacion slash de Schwinger: f = k%y, = koy*®

Convenio de suma: Se omitird el sumatorio cuando haya subindices repetidos

abi = ), a;b;
Traza de matrices: Tr(ABCD) = AnpBgyCrsDsq

Armonicos esféricos:
/Y}fm, ()Y () dQ = 0p10mim,
Yin(=9) = (=1)¥im(©)
Vi () = (=1)™Y, (D)

Funcién gamma:

['(z) E/ t*"le7'dt  Re(z) >0
0
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Valores especiales:

e Delta de Dirac:

ra=1

()
I'(n+1) =n!

r (n—i— %) _ (2n2—:1)!!

e Polinomios de Jacobi: formula de Rodrigues [1]:

siendo:

Feih) = 1 35 etP(F=70)
5= 73) = s [ 4 (29)
P = s (D) ((0)' 210
en = (=1)"2"n!
w(t) = (1—1)*1+1)°
g(t) = 1-1°

conte[-1,1,a>—-1y B> -1

2.2 Coordenadas de Jacobi y relativas

Consideramos un sistema de tres particulas de masas m; y coordenadas 7;(i = 1, 2, 3).
Las coordenadas de Jacobi se definen del siguiente modo (ver figura 2.1):

con:

T = aij(ri — ’I‘j)
" miT; + M,T;
Y = Qi \ —————————

mi—i—mj

_ ﬁ)

(2.11)

(2.12)
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l@
371;/ Qij k
® k

Tr/ai

Figura 2.1: Definicion de las coordenadas de Jacobi.

donde 1i,j,k es una permutaciéon ciclica de 1,2,3, y m es una masa arbitraria de
normalizacion.

En el caso que nos ocupa, consideraremos que la particula que se separa del nticleo
en el proceso (e,e’p) es la ntimero 3, y las particulas 1 y 2 son las que formaran el
nucleo residual. Asi las coordenadas de Jacobi que utilizamos son las siguientes:

M2, o
J = —m (7"1 7"2)
L ez (muTi+mery
7y = — 7 (2.13)
m my + Mo

siendo (112 la masa reducida entre el protén y el neutrén y 5 3 entre el otro protén
y el deuteron. El valor de m que tomaremos es de 939 MeV.

Asimismo podemos definir las coordenadas relativas, que son iguales a las de
Jacobi omitiendo los factores multiplicativos:

8y

—

f:f'l—rg

mntmr g (2.14)

<y
I

mi1 + mo

También utilizamos las variables hiperesféricas, que se definen a partir de las
coordenadas de Jacobi del siguiente modo:

p=Ti+y;

o = arctan (x—‘]) (2.15)

Ys
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2.3 Cambio de coordenadas

Inicialmente tenemos las coordenadas {7}, 7%, 73} para tratar nuestro problema de
tres cuerpos; pero las funciones de onda que conocemos (*He y deuterén) estan
expresadas en funcién de las coordenadas intrinsecas de cada uno de estos sistemas.
Del mismo modo sabemos como es el movimiento del centro de masas de cada nficleo,
asi que parece conveniente hacer un cambio al sistema de coordenadas {R}, Z,y} o
al {ﬁ;,f 7,97}, siendo R; la coordenada del centro de masas del sistema de tres

particulas:
R m17_"1+m27_"2+m37_”3
I =
mi + Mo + M3

M2 (F F)
J=\—(ri—r
m
L [Ma23 [ MuT1 + MaT)
Ys = -
m my + Mo

1

m1F1 + mgFQ + m3773

)

R; =
m1 + mg + M3
fzfl_FQ
R miTy + mofy
= ——/]“3
m1 + mo

La transformacion inversa nos da:

- = mo m ms m
m=Rr+———,/—Z;+ Yy
m1+ma \ W2 my +mg +m3\ U123
o 3 my m mg3 m
To=Rf— ————/—T;+ Yy
mi+ ma \ W2 my +mg +mg\ [123
. - mi1 + Mo m
3= R; — Yy
my + mg +mg\ U123
o = ma 5 mg3 o
r = R[ + T+ Yy
m1+m2 m1+m2+m3
o = my - ms3 o
Ty = R; — T
my + Mo mi + Mo + M3
. = my+my
rs = R[ —
mq + mo + ms
con:
mimsy
H12 =
mq + mo
. (m1 + mz) ms
Hi23 =

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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A partir de (2.16) y (2.17) es muy facil calcular el jacobiano del cambio de

coordenadas, necesario a la hora de integrar:

3 3

3 3

& iy dry = (—:‘) (Mm ) &Ry &z &g,
12 12,3

y en el caso de coordenadas relativas:

&P &7y &Py = PRy &7 &P

(2.21)

(2.22)

También es 1util expresar la coordenada del centro de masas del deuterén en

funcién de las nuevas coordenadas:

my o mg o
RF = —T" + T2
mi + Mo mi + Mo
— — m3 m 5
Rp = Ry + Y
my+ mg+mg \ U123
Rr =R;+

mi + Mo + M3

(2.23)
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Electrodinamica del proceso (e, e/ D)

3.1 Ecuacién de Dirac para un electréon libre

La ecuacién de Dirac es la extension relativista de la ecuacion de Schrodinger ade-
cuada para el estudio de particulas de spin % Es una ecuacién diferencial de primer
orden con respecto a las derivadas espacial y temporal, y en la ausencia de un campo
externo se puede escribir:

Hu(F 1) = iawg’ ) (3.1)
donde:
H=a-p+ pfm (3.2)

en funciéon del operador momento, p = (1/7)V, y la masa de la particula, m. La
funcién de ondas 1 tiene cuatro componentes en un espacio de vectores columna
llamados spinores, y las matrices hermiticas @ y 8 actian en el espacio de los

spinores:
- (0 ¢ (I 0
O“(&' 0) ﬁ‘(o-n) (3.3)

donde T es la matriz identidad y & son las matrices de Pauli 2 x 2:

n=(12) e () (i h) e

También es posible reescribir la ecuaciéon de Dirac del siguiente modo sin mas
que multiplicar la ecuacion (3.1) por la izquierda por 3:

(vai - m) vla) =0 (3.5)

donde:
Yy=pa yw=48 (3.6)
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La solucion de la ecuacién de Dirac (3.1) 6 (3.5) para una particula libre es la
siguiente:

U(@) = u(p)e " (3.7)
donde u(p) satisface la ecuacion espinorial:
[a-p+Pm— Elu(@) =0 (3.8)
o equivalentemente:
[Yup" —mJu(p) =0 (3.9)

con p el momento de la particula libre y E' la energia de la misma se tiene:

E?=p"+m? (3.10)

3.2 Un electréon en un campo electromagnético A*

Hemos visto que un electréon libre de 4-momento p* se describe mediante una funcién
de ondas de cuatro componentes:

b = u(p) e (3.11)

que satisface la ecuacion de Dirac, (3.1) y (3.9).
La ecuacion para un electréon en un campo electromagnético A* se obtiene susti-
tuyendo:
pt — p¥ + eA¥ (3.12)

donde hemos considerado que la carga del electron es —e. Para un potencial elec-
trostatico A* = (V',0). Obtenemos:

(Yup" —m) = %V (3.13)

donde la perturbaciéon viene dada por:
YV = —ey, A* (3.14)

Mediante el uso de teoria de perturbaciones [13], obtenemos la amplitud para la
dispersion de un electrén del estado 1; al estado v;:

T =-i [V @
= je / U Ardte = —i / jlARd g (3.15)
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k; ky

P[ PF

Figura 3.1: Diagrama de intercambio de un fotén para dispersion de electrones por un
nticleo.

siendo: B
it = —ed s = —eupryuge BT (3.16)

Comparando este resultado con la conocida densidad de corriente electrénical, vemos
que jui se puede considerar como la corriente de transiciéon electromagnética entre
los estados electronicos ¢ y f.

Un electrén interacciona con el campo A* via su carga y su momento magnético.
Se obtiene asi la descomposicién de Gordon de la corriente:

1
Uf'y“ui = %Ef ((kf + kz)lt + Z'O'lw(kf — kl),,) U; (317)

3.3 Dispersion de electrones

Hasta ahora se ha considerado dispersion de un electrén por un potencial, y a partir
de ahi es facil calcular la dispersion de ese mismo electrén sobre otra particula
cargada, como puede ser otro electréon, un muoén o un nicleo (que es el caso que nos
ocupa, ver figura 3.1).

El calculo es una extension del realizado en la secciéon anterior; lo que se hace a
continuacion es identificar el potencial electromagnético A* creado por el niicleo en
cuestion. Para ello utilizaremos las ecuaciones de Maxwell:

OA* = eJ" (3.18)

y asi se determina el campo electromagnético A* asociado a la corriente J* del
nicleo?. La solucién de esta ecuacion es:

e
e (3.19)

1, ___ 7
Ju = _e"p')’;ﬂﬁ
2De momento vamos a considerar un ntcleo sin spin.



16 Electrodinamica del proceso (e, e'p)

con ¢ = Py — P, (diferencia de momentos en la parte hadrénica).
Asi encontramos la amplitud de dispersion del proceso (a orden més bajo):

1 =i [ (- 5) P

q
ie?

= GuEpyalF) [T s (3.20)

La corriente del blanco, J*, es el elemento de matriz del operador densidad de
4-corriente J#(z) entre los estados inicial (|¥r)) y final (|¥g)) del blanco:

JH(z) = (Up|JH(x)|T;) (3.21)

Si suponemos que los estados nucleares inicial y final tienen estados de energia bien
definidos, podemos separar la componente temporal de la corriente del siguiente
modo:

JH(z) = e‘i(E’_Ef)‘CO(\I!F\j“(f)|‘III) (3.22)

e integrar en la coordenada z°, asi:

;o2
Ty = %QWS(E]« — By — wya(kp)vu(k:) | J4(F)e' Td>T

(Up|JH(Z)| T,V T2dP7 (3.23)

-

(— —

JH(9)

La probabilidad de transicion para una reaccion de este tipo se define del siguiente
modo: T
_ 1

Wi =7y
donde T es el intervalo temporal de interaccion.

Para elevar al cuadrado TY; tenemos que tener cuidado con la delta de Dirac.
Sabemos que se puede considerar [2]:

(3.24)

[276(E; — E; — w)]? = T276(E; — Er — w) (3.25)
Asi, nos queda:
4
e - -
Wy = q4—v|ﬂ(kf)fy“u(ki)J“(¢j)\227r(5(EF +E,—E —w) (3.26)

donde hemos tenido en cuenta que, en el caso que nos ocupa, la energia final, Ey,
es la suma de la energia del nicleo residual, Er, y la energia del protén, E,.
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Los resultados experimentales de dispersién se suelen expresar mediante una
seccion eficaz. Esta se relaciona con la probabilidad de transiciéon del siguiente
modo:

Wi

) ) 2
(Flujo inicial) (densidad de estados finales) (3.27)

seccion eficaz =

donde los factores entre paréntesis se refieren a las densidades de particulas entrantes
y salientes.

Para una tnica particula, la teoria cuantica restringe el nimero de estados finales
en un volumen V' con momento en el elemento d®>p a V d®p/(27)3. Pero tenemos 2E
particulas en V', asi que:

V d*p
numero de estados finales/particula = (27r)732pE (3.28)
En general, para emision de varios tipos de particulas:
N
V d*p;
numero de estados finales/particula = H ﬁ (3.29)
j=1

Respecto al flujo inicial de particulas, es facil calcularlo en el sistema de labo-
ratorio. El ntimero de particulas del haz que pasan por unidad de area y unidad
de tiempo es |Upgy|2FEhq,/V, y el nimero de particulas del blanco por unidad de
volumen es 2Ejyqnc0/V . Para obtener una medida independiente de la normalizacion
de la densidad incidente, tomamos [13]:

2Ehaz 2l;blanco ~ 4kz ) PI
|4 V V2
considerando aproximacién ultrarrelativista para los electrones.
Hasta ahora no hemos tenido en cuenta el spin. Para tener en cuenta la dispersion

en todas las posibles configuraciones de spin, hay que sumar en todos los posibles
spines finales y promediar en iniciales, asi, se sustituye:

Tl = 303 [T (3.31)
v f

Sustituyendo esto en (3.27), obtenemos la expresion para la seccion eficaz diferencial
del proceso:

(3.30)

flujo inicial = |Upa,|

A 7 7 2
7 = i 2o 2 Ry R IO 28+ By~ B =

#Bp Bk dPPp

(2m)32E, (27)32¢; (27)32Ep (3.32)
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Por simplicidad, a partir de ahora consideraremos V' = 1, ya que al final la expresion
de la seccion eficaz no depende del valor de V' y esto agilizaré la notacion.

En los siguientes capitulos trataremos de particularizar la expresion de la seccion
eficaz para el proceso que estamos estudiando, *He (e, e'p) d.



Capitulo 4

La funcién de onda del deuter6on

4.1 Momentos electromagnéticos del deuterén

En este capitulo estudiaremos el deuteron, que es el unico sistema ligado formado
por dos nucleones, un protén y un neutrén. Se ha observado que el deuterén tiene un
momento cuadrupolar eléctrico @ = 0.2860 & 0.0015 fm?, y un momento magnético
pg = 0.857406 £ 0.000001 en unidades de magnetones nucleares'. Su momento
angular total es J = 1. Se sabe, asimismo, que tanto la energia de enlace, 2.22 MeV,
como el momento angular son consistentes con la suposiciéon de que el deuterén esta
en un estado-3S;, en notacion 2+ L;. Por otro lado, un sistema en un estado-S no
puede tener momento cuadrupolar, ya que su funciéon de onda no tiene dependencia
angular y la distribucién de densidad es, por lo tanto, isétropa. Para un sistema
formado por dos particulas de spin % y cuyo momento angular total es 1, los inicos
estados posibles angulares son ! P;, 35, 3P, y 3D;. Si tenemos un sistema de fuerzas
centrales, la magnitud del momento angular orbital es una constante del movimiento,
pero si no consideramos fuerzas centrales es posible tener una combinacién de estados
con diferentes valores de L pero el mismo J. Si la paridad es un buen niimero
cuantico, podemos combinar tnicamente estados de la misma paridad. Asi, junto
con los estados de L2 definido, podemos considerar las posibles funciones de onda
para el deuteron:

U(SD) = cosw U (*9)! (7)o + sinw ¥(*D)* (7)o (4.1)

U(PP) = cosw U(*P) () +sinw U(3P)3(7), (4.2)

La magnitud de la mezcla de los estados individuales viene dada por el parametro
w, que se introduce en forma de funcién trigonométrica para que las funciones ¥(SD)
y ¥(PP) estén normalizadas a la unidad. Ambas funciones de onda describen

Hpn =5.051 x 10727 J.T-! = 3.152 x 10712 eV.GL.
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estados en los cuales la medida de J nos daria un valor de 1, pero en el estado
descrito por la ecuacion (4.1) una medida de L nos daria en unas ocasiones el valor
0 y en otras 2, siendo sus probabilidades respectivas cos?w y sin?w. De un modo
anélogo, en el estado representado por (4.2), una medida de S daria lugar a 0 6 1 con
probabilidades respectivas cos? w y sin® w. La eleccién entre las diversas alternativas
para un estado puramente ®S viene determinada por el valor del momento magnético.

Para calcular el momento magnético del deuterén, hacemos uso de la formula de
Sachs [20]:

(M.)r, + (M) 1] = (% + us) J+ J#H (us — %) (S?-I* (4.3

donde ps = (up + pn) es la parte isoscalar del momento magnético del nucleon.
Sabiendo que para el deuteréon 75 = 0y J = 1, obtenemos de inmediato su operador
momento magnético:

ta = % [(% + u5> + % (us — %) (5‘2 — 52)} (4.4)

Cuando p4 acttia en un estado de S y L fijos, los operadores 52 y I? se sustituyen
por sus valores propios, S(S + 1) y L(L + 1).

Para los diversos posibles estados, los resultados son los siguientes:

P Ha = %

361 : pa = ps = 0.879

I pa =5 (s +3) = 0.689
Dy : pa =3 (—ps + 3) = 0.310

384+ 3D : g =0.879 — 0.569 sin? w
'P+3P: pg=0.500+ 0.189 sin’ w + 3.327sin 2w [f *f dr

En la tltima de estas expresiones 'f (r)/r y 3f(r)/r son las funciones de onda radiales
en los estados-' P, y 2P, respectivamente.

Unicamente los dos tltimos estados son capaces de llevarnos al valor experimental
de 0.857, y el estado- P se descarta por consideraciones de paridad, ya que se sabe que
el deuteron tiene paridad positiva [31]. Siignoramos correcciones del tipo de fuerzas
muy fuertes dependientes de la velocidad o momentos magnéticos de intercambio
meso6nico, el momento magnético del deuterén es:

ta = L. — U sm” w .
0.879 — 0.569 sin? 4.5
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y el valor de sin?w tiene que ser 0.04, lo cual implica que es necesaria una contribu-
cion del 4% de estado-D para obtener el valor experimental 0.857 en magnetones
nucleares. Un aumento de contribucién de la onda-D disminuiria el valor del mo-
mento magnético. En la realidad esta contribucion llega a ser del 6 — 7% por otro
tipo de contribuciones que se conocen a partir de datos experimentales (ver ref.[20]).

El calculo del momento cuadrupolar del deuterén es sencillo. La funciéon de onda
(4.1) se puede escribir:

Ua(SD) = % [COS wfs(r)yll,m + Sinwa(T)yiu} (4.6)

donde Y%, es una funcion de momento angular, y fs(r) y fp(r) son las partes
radiales de las funciones de onda, normalizadas segtn:

/O TPy dr =1 (4.7)

En estas expresiones, r es la distancia entre el potén y el neutréon. Sabemos que el
momento cuadrupolar se calcula a través de la expresion [20]:

Q- (16{)/ [wasp (3)" ve av (48)

que da lugar a:

Q= 11_0 [\/5 CcoS W sinw/fg(r) fo(r) r2dr — %Sinzw/f%(r) r? dr} (4.9)

Para sin® w ~ 0.04, el primer término de la ecuacién (4.9) es el mas importante.

4.2 Funciones de onda radiales

Parece l6gico pensar que los valores de () nos permitirian una mejor estimacion del
porcentaje de onda-D en la funcién de onda. No obstante, ese célculo requiere el
conocimiento de las funciones de onda radiales, que se pueden determinar tnica-
mente si se conocen en detalle las fuerzas entre nucleones. Si se propone una fuerza
especifica, es posible calcular tanto () como w; el valor experimental del primero pro-
porciona una informacién bastante precisa que la interaccioén sugerida debe ajustar,
pero el tltimo se ajusta s6lo toscamente por medio del momento magnético.

Si se consideran como fuerzas nucleénicas fuerzas esencialmente centrales, no se
pueden mezclar momentos angulares orbitales, por ello es necesario utilizar fuerzas
no centrales. Podemos generalizar las mismas considerando fuerzas dependientes de



22 La funcién de onda del deuteron

la velocidad o tomando una fuerza que dependa de los 4ngulos formados por los
spines y la uniéon de ambos nucleones. Un posible potencial no central que se puede
formar con estos tres vectores, 61, dy y 7 = ri,, es:

VT = VT(r)(?)&'l - 17,,- 52 . ’L_L'T — 6"1 - 52) = VT(T)SlQ (410)

El subindice T se utiliza porque este potencial se suele denominar interaccién ten-
sorial; en realidad es un producto escalar de dos tensores de rango dos. Se puede
demostrar que este potencial, independiente de la velocidad para dos nucleones, con-
serva la energia, el momento, el momento angular total, la paridad, y la carga. Dado
que L2 no conmuta con S12, €l hecho de anadir un potencial de esta forma al hamil-
toniano implica que I? no es una constante del movimiento y que los estados son
mezcla de estados con diferentes valores de L, por ejemplo, una mezcla de estados-S
y -D. Por lo tanto, la fuerza tensorial es capaz de explicar el momento cuadrupolar
del deuterén. Por otro lado, S? = (&) + d%2)? conmuta con V7, y S5 aplicado sobre
una funciéon de onda singlete da cero, con el resultado de que la fuerza tensorial no
acopla juntos ni un estado singlete y un triplete, ni dos estados singlete diferentes.
Observamos asimismo que conserva la paridad, asi que s6lo acopla juntos estados
con la misma paridad (ambos con L par o ambos con L impar).

El efecto en el momento cuadrupolar del deuter6on se puede entender de for-
ma cualitativa tratando los spines de un modo clasico. En el estado triplete son
paralelos, y si cada uno forma un angulo € con 7, tenemos:

Vi = Vp(r)(3cos? 6 — 1) (4.11)

La fuerza correspondiente, —ﬁV, tiene una componente en la direccion en la
que 6 crece igual a (6/r)Vy(r) cos@sinf. Si Vi (r) es negativo, esta fuerza movera al
vector 7" hacia dngulos cercanos al eje-z, o sea, el movimiento tendera a concentrarse
en torno a # = 0 y . Por lo tanto, si las otras fuerzas tendieran a producir un
estado-S, la adicion de una pequena fuerza tensorial modificaria la densidad de
modo que en lugar de ser iso6tropo seria puntiagudo a lo largo del eje (Q > 0).
Sin embargo, si el sistema estuviera en un estado-D puro bajo fuerzas centrales,
la densidad (proporcional a sin*f) seria mayor en la regién perpendicular al eje
(Q < 0). El hecho de afniadir la fuerza tensorial con V7 < 0 reduciria la magnitud de
este momento cuadrupolar negativo. Se puede ver que estos efectos se corresponden
con los valores de @) que predice la ecuacion (4.9) para un estado mezcla S y D,
con la condicién de que coswsinw > 0. En otras palabras, una fuerza tensorial con
Vr > 0 da lugar a un estado en el cual las funciones de onda de la onda-S y la
onda-D estan mezcladas con coeficientes del mismo signo, y es posible, mediante el
ajuste de parametros en Vp(r), obtener valores de ) y w que sean consistentes con
los valores experimetales.
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El calculo cuantitativo requiere la resoluciéon de la ecuaciéon de ondas:
—VQ‘IJ + (V;e(’l") + VT(T)Slg) U = —’)/2‘11 (412)

donde (1/M)V; es el potencial central en estados pares triplete, (1/M)Vy es el
potencial tensorial, y (1/M)7? es la energia de enlace del deuteréon. La ecuacion
(4.12) se simplifica escribiendo ¥ de la forma de (4.6), multiplicando por la izquierda
por yl{m e yim, y usando sus propiedades de ortogonalidad, junto con los elementos
de matriz de Si» [20]:

<y11,10|512|y11,10> =0; <y11,12|512|y11,12> = —2; <y11,12|512|y11,10> = \/g (4-13)

los resultados son:

d2
d;;S o (72 + V;fe)fs = \/gVT tanw fp
deD 2 6
— (VY +Vie+ 5 =2V ) fo = V8 Vr cotw fs (4.14)
dr? 72

Estas ecuaciones de ondas radiales estan “acopladas”; muestran que, si existe una
fuerza tensorial, el sistema no puede tener un valor de L fijado, ya que valores no
nulos de cosw fg implican valores no nulos en sinw fp y viceversa. Para distancias
mayores que el rango de las fuerzas nucleares, las ecuaciones estan desacopladas, y
las funciones de onda para un estado ligado se pueden escribir explicitamente como:

fs = Nge™

o 3 3

para valores de r tales que Vi y V;, < 2. Las cantidades Ng y Np son constantes
de normalizacién. Ademas de esto, fs y fp deben tender a cero en el origen o, si
postulamos un core impenetrable, en el radio del core. Para un conjunto dado de po-
tenciales V;, y Vr, estas condiciones constituyen un problema de valores propios para
la energia de enlace (72) y la proporcién de estado-D (sin?w). Cuando se encuentran
estos valores y se conocen fgy fp, se puede calcular el momento cuadrupolar segiin
(4.9). Los valores de 72 y @, y en menor grado el valor de sin?w, proporcionan
candidades para comparar con los experimentos, y asi se puede determinar si se
aceptan o no los potenciales propuestos.

Las ecuaciones (4.14) no se pueden resolver analiticamente ni siquiera para po-
tenciales simples del tipo pozo cuadrado. Por ello lo que se hace es un célculo
numeérico a partir de modelos de potencial.

La parte de largo alcance de la fuerza entre dos nucleones viene dada, princi-
palmente, por el potencial de intercambio de un pion, que, para el estado triplete,
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viene dado por:

3 3 —
_V, [1 + (1 +S+ —2> Sm} ‘ (4.16)
X X X

con z =r/1.41 fm, y Vo = 11 MeV, y es valido para r 2 3 fm. Esto da lugar a las
colas en todos estos modelos de potencial.
Hasta ahora hemos considerado un potencial estatico de la forma:

V = V}e(r) + VT(T)Su (417)

Esta es la forma més general para un potencial local que conserva el momento
angular total, la paridad y la carga, es invariante bajo inversiéon temporal, es in-
dependiente de la carga y es completamente independiente del momento relativo,

—

p.
Si permitimos al potencial depender al menos de forma lineal en p, entonces
podemos anadir también un término spin-orbita:

V = Vie(r) + Vr(r)Sio + VLS(T')E -5 (4.18)

Esta es la forma propuesta originalmente por Wigner en 1941. En 1962 aparecieron
dos de los potenciales méas utilizados. El modelo de Hamada y Johnson:

V = We(r)+VT(T)S12+VL5(’/‘)E'§+ VLL(T)le (419)

con:

=

Ly = [0p; + (1 - 32)|L* — (L - 5)? (4.20)
y el potencial de Yale:

—

V = Vie(r) + Vi(r)Sio + Vis(r)L - S+ Vy(r)[(L - S)? + L - § — [?] (4.21)

En este trabajo hemos elegido un calculo reciente [30], un potencial nucle6n-
nucleén denominado Argonne vig. El potencial de interaccion fuerte se escribe como
un operador que depende de los valores de S, T, y T3 del par de nucleones (en este
caso, un protén y un neutrén). Lo que se hace es proyectar el potencial sobre una
parte independiente de la carga que tiene 14 componentes en forma de operadores
(como en el antiguo Argonne vy4, ver [29]|) y una parte que rompe la independencia
de la carga formada por tres operadores dependientes de la carga y un operador de
carga asimétrica. El potencial Argonne vg estd formado por 18 términos:

18
Vi = Z Up(Tij)ij (422)
p=1
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Figura 4.1: Funciones de onda radiales normalizadas para el deuterén.

Los primeros 14 operadores son los mismos que se utilizan en el Argonne vy4 y son:

O%:LM = 1,7_';_'],6"10_"],(5"15"])(7:;7:;),5”,51](7_';7_"]),[_:5_”,
L-S(F-7), % L7 - %), [*(Gi - 6)), L*(G: - 8;) (7 - 7)),
(L-97(L- 9% 7) (4.23)

Los cuatro operadores adicionales, que rompen la independencia de carga, vienen
dados por:

O™ =Ty, (3i - 65)Tijs SigTigs (7o + 725) (4.24)
donde T;; = 37,,7,; — 7; - Tj es el operador isotensor, definido de forma analoga a S;
en (4.10).

Las funciones de onda normalizadas para el deuterdn, u(r) = cosw fs(r) y w(r) =
sinw fp(r), obtenidas de este modo y que utilizaremos en nuestro calculo posterior,
se muestran en la figura 4.1. Asimismo se pueden observar en la tabla 4.1 algunas
de las propiedades del deuterén que se pueden calcular a partir de este potencial

comparadas con valores experimentales.



26 La funcién de onda del deuteron

Experimento Argonne v;g

E, 2.224575(9)  2.224575
n 0.0256(4) 0.0250

rq 1.953(3) 1.967 fm
1id 0.857406(1)  0.847 1

Qu 0.2859(3) 0.270 fm?

Tabla 4.1: Propiedades estaticas del deuteréon. Ej es la energia de enlace del deuteron; n
es el cociente asintotico D/S; r4 el radio del deuterén; g su momento magnético y Qg el
momento cuadrupolar.



Capitulo 5

La funcion de onda del *He

5.1 FEcuaciones de Faddeev

La aproximacién de Faddeev ha sido, durante mucho tiempo, una herramienta muy
eficaz para resolver problemas de tres cuerpos en fisica nuclear. Especialmente en el
caso de fuerzas de corto alcance, las ecuaciones de Faddeev se pueden resolver con
una gran precision tanto para problemas ligados como de dispersion.

La funcion de onda del sistema de tres cuerpos se escribe como una suma de tres
componentes referidas a los tres conjuntos de coordenadas de Jacobi (ver Capitulo
2):

Ui = Zwm %, 1) (5.1)
donde cada componente, i = 1, 2, 3, satisface las ecuaciones de Faddeev:
(T = EY05hs + Viliag + 93 + ) = 0 (5.2)

siendo {4, j, k} una permutacion ciclica de {1, 2,3} tal que 7 esté asociado con el par
de particulas (7, k).

La resolucién de las ecuaciones de Faddeev implica la resoluciéon de la ecuacion
de Schrodinger, ya que ésta no es més que la suma de estas tres ecuaciones:

(T — EYl + Vil + 5 + i) =0
(T — EYoS + Vol + S + i) =0

(T = E)oSh + Vsl + o8 + vy =0 (5.5)
(T — EYUIM + VUM =0 (5.6)

siendo V =V; + V5 + Vs.
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5.2 Desarrollo adiabatico hiperesférico

Para resolver las ecuaciones de Faddeev utilizaremos el desarrollo hiperesférico adia-
batico (adiabatic hyperspherical expansion [17]), mediante el cual se resuelve primero
la parte angular de las ecuaciones y a continuaciéon se desarrolla la funcion de onda
en el conjunto completo de esta base de funciones angulares. Trabajaremos en el
sistema de coordenadas hiperesféricas (p, o, Qg, ) que se define en el Capitulo 2.

En estas nuevas coordenadas el operador de energia cinética en el sistema centro
de masas viene dado por:

1 0? 50 A2
T=— |- 5.7
2m [ 8/) P 8p * ] (57)
A% = o — 4 cot 20, — 9 + by + ZZZ (5.8)
T da 2 ‘0o sin®qq  cos? '

donde 2, y l;i son los operadores de momento angular correspondientes a Z; e ¥;

respectivamente. A2 es el cuadrado del operador gran momento angular en 6 dimen-
siones [17].

Esta aproximacién consiste en suponer que una de las coordenadas, en este caso
p, varia mucho méas lentamente que el resto. Asi, para un valor fijo de p resolvemos
la parte angular de las ecuaciones:

11

i j k 11 i
2 7 N e + Vi@ + O+ B0) = 5o M)y (59)

y m es, como dijimos, una masa arbitraria de normalizacion.

Las funciones angulares @i} M(p, (2;) se desarrollan en términos del conjunto com-
pleto de armonicos hiperesféricos, Y;mlyL(ai, Qz,,y,), acoplados con las funciones de
onda de spin de tres cuerpos, ngm)sy g- El nimero cuantico K se denomina hipermo-
mento, l, y 1, son los momentos angulares orbitales asociados con Z e ¥, y L es el
acoplo de estos dos momentos. Los spines de las dos particulas, conectadas por la
coordenada &, se acoplan a s;, que acoplado al spin s, de la tercera particula, da

lugar al spin total S del sistema de tres particulas. El resultado es:

00, %) = D OO e sV (0, 0y, Q) @ XY, 1M (5.10)
KlglyLsy S

donde C son los coeficientes del desarrollo, y los armoénicos hiperesféricos:

YKLM(a, Qs,) = Z (lz T, 1y, |L MpYNE" (sin @)= (cos o)

mlm mly

1 1
P (008 20) Yy, () Vi, () (5.11)
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con:
VW + I+ 1y + 1)12(K +2)]"

T+l + 3w +1,+3)

Nt — [ (5.12)
. (lo+10,+1) . . .
siendo v = (K — I, —1,)/2 y P,”">"" " *’ un polinomio de Jacobi (2.10).

El siguiente paso es utilizar estas autofunciones, obtenidas como solucién de la

parte angular de las ecuaciones de Faddeev, como base para desarrollar cada una de
las ¥ ®:

S = 5/2Zf” (I)SJM (p, %) (5.13)

Sustituyendo Qﬁy])\J en la correspondiente ecuacion de Faddeev y utilizando (5.9),
surge el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para los coeficientes
radiales f,(p):

—d—2+ ! An(,o)+E —2mE| fu(p)
[ dp? ( 4) }

+2 ( 2Pnn' Qw) fur(p) =10 (5.14)

n'#n

donde las funciones Py () se definen como integrales angulares del siguiente modo:

P ( Z / dQeD* (p, Q) 8pq>@(p,9) (5.15)

,Jl

Qu (p Z / dQe* (p, 0 a @”(p,ﬁ) (5.16)

4,j=1

El elemento de volumen viene dado por p°dS2 dp, y d2 = sin’® o cos? o dQ,dQ,da.
Finalmente, a partir de (5.1) y (5.10) llegamos a la expresion para la funcion de
onda de un sistema de tres cuerpos:

1
gIM :Wan Z Z CnKlmlyLSm (p)

i=1 KlmlyLsmS

[V E ety Qs ) @ x50y, 67 (5.17)

donde la funcion radial f,(p) y los coeficientes Cfg(lmly 1s,s(p) se deben calcular
numeéricamente.

Es conveniente reescribir esta funcion de ondas de tres particulas en términos
del conjunto de coordenadas de Jacobi en el cual ¥ esté referido a las dos particulas
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que, tras el proceso de dispersiéon de electrones, formaran el deuterén. La funcién
de ondas de tres cuerpos se puede escribir, entonces:

1 ~ —
\II{IACKI = W Z fn (p) . lzl; . CnKlzlyLsmS(p) [YE,I;(lyL(O‘: Qma Qy) ® XsmsyS]JM (518)
n oy LSz

siendo C’n Klaly Lsy s(p) los coeficientes del desarrollo tras la transformacion.

Hemos elegido dos potenciales distintos nucleén-nucleén para compobar después
con cudl de ellos se obtiene un mejor resultado. En primer lugar tenemos el mismo
potencial con el que calculamos la funcion de onda del deuteron, el Argonne v1g (que
se ha explicado en el capitulo anterior), y en segundo lugar un potencial mucho més
sencillo [5]. Este tltimo consiste en una parametrizacion de la parte de la interacciéon
nucle6n-nucleén con isospin cero, que tiene términos central, spin-spin, tensorial y
spin-o6rbita, del siguiente modo:

VNN = ch(T) + ‘/;5(’/‘)5"1 . 62 + VT(’F)S’Q + ‘/,so(T)I_/‘NN . g (519)

donde o1 y 05 son los spines de los nucleones, S =0 + 09, Ly el momento angular
orbital relativo y S;, viene dado por (4.10). La forma radial de cada término en la
ecuacion anterior es una gaussiana, V exp(—7r?/b?), cuyos parametros se ajustaran
de forma que se reproduzcan lo mejor posible los datos experimentales disponibles
de dispersiéon pp y np a bajas energias en el caso de interaccién con isospin uno,
como los parametros tipicos del deuterén en el caso de isospin cero.

Tanto para el potencial Argonne v1g como para el potencial de gaussianas, consi-
deraremos también el caso en el que el potencial nucleén-nucleén contiene un término
de interaccion a tres cuerpos (basicamente otra gaussiana) que no es mas que una
correccion que da lugar a un estado maés ligado para el >He.

En la tabla 5.1 se pueden ver los valores de la energia de enlace y radio medio
de carga del *He que obtenemos nosotros® utilizando el potencial Argonne v5 y el
de gaussianas. Se muestran también los resultados de céalculos previos en los que
utilizan potenciales nucleén-nucleén del tipo Paris [7], Bonn [7] y AV18/UIX [1§]
(este ultimo utiliza el modelo Argonne v15 para la interaccion nucleén-nucleén, vy,
y el modelo Urbana IX para la interaccién entre tres nucleones, Vi), junto con los
valores experimentales.

'Los radios que se muestran en la tabla en las cuatro primeras filas son radios de masa
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Eg (MeV) < 1% >12 (fm)
Argonne vqg 5.39 1.94
Argonne vig + 3 cuerpos 7.70 1.74
gaussianas 7.02 1.80
gaussianas + 3 cuerpos  7.63 1.76
Paris 7.48 1.85
Bonn 8.29 1.74
AV18/VIX 7.71 1.76(p) 1.61(n)
Experimento 7.72 1.95
Tabla 5.1: Propiedades estaticas del 3He. Epg es la energia de enlace y < 72 >1/2 ¢] radio

cuadratico medio de carga. Los valores experimentales son de las referencias [18] y [23]

respectivamente.






Capitulo 6

Probabilidad de transiciéon y
corriente nuclear

A lo largo de este capitulo vamos a estudiar la corriente nuclear que aparece en
la expresion para la seccion eficaz (3.32), J#(§), bajo la aprozimacion de impulso.
En ella se supone que en la interaccion fotén-niicleo (el vértice nuclear) toma parte
un utnico nucleén que es detectado en coincidencia con el electron. La estructura
nuclear interviene, pues, inicamente a través de la interacciéon de este nucle6n con
el nicleo. Esta aproximacién supone en particular que no se consideran efectos en
la corriente debidos a intercambio de mesones ni efectos de interaccion del fotén
virtual con otras particulas distintas al nucleén considerado.
En la probabilidad de transicion:

My =373 () yuu(Fs) 7@ P (6.1)
i f

se pueden separar las contribuciones leptonica y hadronica del siguiente modo [10]:
Mg =, WH (6.2)

siendo 7, el tensor leptonicoy W el tensor hadronico.

6.1 Parte leptonica. El electron como onda plana

Toda la dependencia en la cineméatica de los electrones esta en el primero de estos
términos, que, en el caso de electrones no polarizados, cuyo spin es =, se calcula

27
como sigue:

1 _ _
v =5 Z Z[“f%“iruf%ui (6.3)
i Of
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Tenemos en cuenta las siguentes propiedades [13]:

7 =077 (6.4)
at = lu (6.5)
7= uly (6.6)
> ulk, o)u(k,o) =+ me (6.7)

g

Usando la propiedad ciclica de la traza llegamos a:

Nuv = %(kf + me)ﬁ)\’)’u /\6(%1' + me)éa’)/u af = %T’r[(kf + me)%’(ki + me)rYu] (6'8)

Hacemos uso ahora del hecho de que la traza de un nimero impar de 7,’s es nula,
y de las propiedades [14]:

Trlyumw] = 49w (6.9)
Tr(vu Yol = HGuwpo = Gup9ve + Guo9up) (6.10)

para llegar finalmente a:
’I]u,, = 2(kwkfu + kfukiu - g/u/ki . kf) (611)

en el limite ultrarrelativista (despreciamos el sumando que va multiplicado por m?
frente al resto).

6.2 Parte hadronica

El tensor hadroénico es:

W =35 (@) (@) (6.12)

y contiene toda la informacién sobre la estructura nuclear. El estado I corresponde
al estado hadrénico inicial, es decir, al nicleo de 3He, y el estado F' al deuterén y al
proton saliente, que forman el estado hadrénico final.

Nos queda, pues, calcular J#(§), que es el elemento de matriz del operador
corriente nuclear entre los estados inicial (I) y final (F). Por la ecuacion (3.23)
sabemos que:

JH) = / BT T (D) W) (6.13)

Si consideramos el operador de corriente nuclear como un operador a un cuerpo,
podremos expresarlo como la suma de los operadores corriente de cada uno de los
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p(detectado)

> n(en deuteron)
>

p(en deuteron)

Figura 6.1: El foton interacciona con el protén saliente.

nucleones que constituyen el nicleo blanco.
3
Jr=""jH (6.14)
n=1

Junto a la aproximacion de impulso, consideramos también en todo momento que el
nucleén que absorbe el foton virtual, la particula 3, es el detectado en coincidencia
con el electréon, actuando el resto como meros espectadores. Teniendo en cuenta
todo esto se llega a:

JH() = / PRy ¢ 7 Ul (7, ) 61(7) 7 Ur(F, 7oy ) (6.15)

En esta ecuacién ¢,(73) representa la funcion de ondas del nucleon detectado;
\If}(Fl,FQ) la funcién de ondas del nicleo residual, el deuteron, y W, (7,7, 73) la
funcion de ondas del estado nuclear inicial, es decir, el 3He.

En las figuras 6.1, 6.2 y 6.3 se muestran los tres casos posibles de interaccion del
foton con uno de los nucleones. En realidad los casos 6.2 y 6.3 son equivalentes, asi
nos quedan inicamente dos términos: el término directo (el fotén interacciona con
el proton detectado) y el término de intercambio (el foton interacciona con uno de
los nucleones del niicleo residual). La contribucion del término de intercambio frente
al término directo es en general despreciable, y dado que estamos trabajando bajo
la aproximaciéon de impulso, iinicamente consideraremos el término directo, lo cual
sabemos que no es una mala aproximacion, al menos a bajo momento transferido.

Segun se explica en el apéndice B, podemos factorizar las funciones de onda
de los niicleos inicial y final separando las funciones de onda intrinsecas. Con la
funcién de onda del protén hacemos algo parecido, de modo que s6lo dependa de
la coordenada y,. A partir de las ecuaciones (B.13), (B.14) y (B.15), y teniendo en
cuenta (2.22) llegamos a:

T = / &R, d°7 0 6(7) VY(T) 7 (7, )

s = = cooomy B mg = = g
et RI'((H'PI—PF—IY)eZI (m1+m2 Pr my+mo (p1+p2))e—z yaq (616)




36 Probabilidad de transicién y corriente nuclear

p(en deuteron)

> n(en deuteron)
>

p(detectado)

Figura 6.2: El fotén interacciona con el proton que formara parte del deuterén

n(en deuteron)

> p(en deuteron)
>

p(detectado)

Figura 6.3: El fotén interacciona con el neutrén que formaréd parte del deuterén

La integral en R es inmediata, teniendo en cuenta la definicion de delta de Dirac
(2.9):

/ B3Ry e B @HPi=Pr=0) — (9113503) (B} + ¢ — Py — p) (6.17)

Si recordamos la expresion para la seccion eficaz (3.32), observamos que la delta
de momentos que acabamos de obtener junto con la delta de energias que alli aparece,
dan lugar a una delta de conservaciéon del 4-momento total.

En aproximacion de impulso, que es el caso que estamos tratando, se ha de
verificar:

P3+q=p (6.18)

es decir, el proton saliente se lleva todo el momento transferido por el electréon al
niicleo. Tenemos ademaés la relacién de conservacion del 3-momento:

Con ayuda de estas dos relaciones se obtiene:

m - my N N i (2 Pp— "1 (P1+p2))
- P (g + =0 = ¢ 'mitmy mytmy =1 6.20
e F Tt my 2L P2) (620
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Suponemos ahora que el protén detectado se mueve como una onda plana. Su
funcion de onda ser4 entonces!:

¢ (7) =€ "V x1, = g,(F) (6.21)

La expresién de la corriente nuclear es:

JHG) = )@ (P +q— Pr—p) /d3f d*7 gl (i) Ui(Z)
" Wre(T, ) e T (6.22)

Dado que la funcién de onda intrinseca del *He la tenemos expresada en funcién
de las coordenadas de Jacobi, vamos a expresar también la corriente nuclear en este
sistema de coordenadas: {ﬁ;, Zy,9s}, asi, una vez hecho el cambio de coordenadas
de integracién, tenemos:

3

r@ = (= ) (7)) enps(Fs+ - P

E H12,3
/ 05 5y gi(i) UH(ES) P Uae(@ i) e Vs

7q

(6.23)

6.3 Forma de la corriente nuclear

Una particula libre siempre estd dentro de la capa de masas (on shell) y tiene una
masa bien definida que liga su energia y momento mediante la relacion usual M? =
E? — p2. El nucleén ligado que interacciona con el foton en las reacciones (e, €'p),
como es el caso que nos ocupa, estd fuera de la capa de masas (off shell) dado que su
energia y su momento no estan correlacionados. Por otro lado, bajo aproximacion de
impulso, la interaccion del fotén virtual con nucleones en el nicleo no se diferencia
de la interacciéon con nucleones libres salvo por las diferentes funciones de onda del
nucleén en cada caso. Las formas de implementar el caracter off shell del nucle6n
ligado han sido ampliamente tratadas en la literatura, y en este trabajo optaremos
por describir dicho nucleén a través de un spinor libre; asi sustituiremos el momento
del nucleon ligado, P = (E, P), por P = (E, P), donde E, en lugar de ser el valor
determinado por la conservaciéon de la energia, es el correspondiente al nucleén si
estuviera libre, £2 = P2 + M2.
Para el operador de corriente nuclednica elegimos los operadores [9]:

) F, -
o = (Fy + By — —=(P B 6.24
Jeel ( 1+ 2) 2M( +p) ( )
- Fy o,

Jhe = Fiy* + zﬁa“ q (6.25)

LConsiderandola normalizada a la unidad
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donde F y F5 son los factores de forma de Pauli y Dirac habituales [13]:

Gg+17Gum
1471

Gu — GE

Fi(¢?) =
1((]) 1+7

() =

siendo 7 = —3 MQ, y Gg 'y Gy los factores de forma eléctricos y magnéticos de Sachs.

Se sabe 2] que las ecuaciones (6.24) y (6.25) son equivalentes cuando los nucle-
ones inicial y final estdn ambos dentro de la capa de masas. Para nucleones ligados,
como es nuestro caso, ambas expresiones dan lugar a resultados diferentes y no sa-
tisfacen la conservacion de la corriente (la descomposicion de Gordon no seré valida,
al menos con la misma forma que en el caso libre).

6.4 Calculo analitico de la funcién de cuasi-particula

6.4.1 Funcién de cuasi-particula

Partiendo de la expresion para la corriente nuclear (6.22), podemos definir una
funcion de cuasi-particula o solape que depende tinicamente de la coordenada relativa
i/ 0, equivalentemente, de ¥/;:

g = [ el @ (6:26)

Dado que la funcién de onda del 3He la tenemos expresada en funcién de las
coordenadas de Jacobi, es mas conveniente calcular este solape en funcion de la
coordenada 7;. Para ello es necesario hacer el cambio de variable de integracion,
teniendo en cuenta:

7, = (’;1;) &7 (6.27)
&’y = (“;3) &> (6.28)

Sabemos que la funcién de onda que hemos calculado previamente para el 3He
estd normalizada segin:

/ 7y Py [TV (), 7)) =1 (6.29)
Para la funcién del ®He en coordenadas relativas se debe satisfacer también:

[ ez equgiEpr =1 (6.30)
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Se ve muy claramente, a partir de (6.27), (6.28), (6.29) y (6.30) que la funcién
de onda del *He expresada en funcién de las coordenadas relativas tiene que ser:

3 3
with@ g = (B2)" (522) et @ m) (6.31)

Asi, el solape en funcién de la coordenada de Jacobi sera:

s 5
GTMIIM (i77) = (%) 4 (%> 4 /d3fJ oM @O (@, g (6.32)

6.4.2 Desarrollo de la funcién de cuasi-particula

Expresamos, a continuacion, la funcién de onda de cuasi-particula como un desar-
rollo en serie en el cual separamos las dependencias angular y radial en %;:

GTMIM (i77) =" a M () b () (6.33)
ljp
con: .
Piju; (y) = Z<l my olj ﬂj)nm(Qy)X§a (6.34)
que verifican:
/(!ﬁfjfug. (€2y) Duju, (€2y)dS2y = ‘5ll’5jj’5uju§- (6.35)

Asi que para calcular los coeficientes del desarrollo no tenemos méas que hacer:
JiM;J s M ~ oA .
M ) = [ 8L, (@) G, (6.36)

Recordamos las expresiones para las funciones de onda de los niicleos inicial y
final en coordenadas de Jacobi.

- Deuterén:

. u(z
W) = M SN0 My 1 My My) X, Yo, () +
MLf;MS'f
w(xy)
Xy

Z <2 MLf 1 M5f|‘]f Mf> XlMsf YvZMLf (QI) (637)

MLf 7MSf
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- 3He:

M= - _5 ~
\Ifﬁy’(@,w) =P Zan(P) Z CrnKilyLis.s: ()

KlglyL;s5:S;

Z <Lz MLZ- Si M51|Jz Mz) ¢(Il(acly)(a)

ML,L' 1MS,L'

Z <la: my, ly mly ‘LZ ML1> Yimmlﬁ (QSC) Yiymly (Qy)

My, My,

Z <Sz Mg, Sy Mg, |Sz M.5'1> Xsamsg Xsymsy (638)

Mgy My
e Integral de las partes angulares

Las contribuciones radial y angular estan perfectamente separadas, asi que pode-
mos realizar las integrales angulares de modo independiente sin mas que tener en
cuenta d*z; = 2% dz; dS). Estas integrales en ), y en €, son muy sencillas, ya que
la dependencia angular aparece tinicamente en forma de armonicos esféricos. No
tenemos mas que recordar la relacién de ortonormalidad de los mismos (2.1).

e Suma de spines

Para sumar los spines tenemos que considerar que dos de los spinores que ten-
emos, uno en el caso del deuterén y otro en el caso del ®He, son el resultado del
acoplo de dos momentos angulares de spin:

1 1
XiMs, = Z<§ o135 021 Ms;) X105, X1, (6.39)
0102
1 1
XS.z’fﬂs;c Z <§ mg, 5 m32|$w m5m>X%m31X%m32 (640)
Mgy Msy

Teniendo en cuenta:
Xlamsa Xsyms, = 5sasl,5msamsb (641)

obtenemos una serie de deltas de Kronecker que nos reducirdn notablemente el
nimero de sumas que tenemos. Asimismo, simplificamos atin mas esta expresion
escribiendo los coeficientes de Clebsch-Gordan en funcién de los simbolos-3j, y ha-

ciendo uso de las propiedades de los mismos y de los 67 y 95 que se resumen en el
Apéndice A.
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e Integral radial

La integral radial no se puede calcular analiticamente ya que tanto las funciones
u(zs) y w(zy) del deuterén, como los coeficientes C(p) y las funciones f(p) y ¢(c)
del 3He son numéricas. Asi pues, tendremos que recurrir al cdlculo numérico para
obtener la funcién de onda de cuasiparticula. La expresion para calcular los coefi-
cientes del desarrollo de esta funcion, tras hacer todos los pasos y simplificaciones
indicados anteriormente, es:

3

3
JiM;J§ My N ,u12 T4 ,U12 3 4 J +M S;+i+1+l
¥ (ys) = dzg E (1)

lj,Uj m
u( J) _5
zg

P ifn(p)é’nKOHISi(p)
(1) g1 g
oy (@) < 1 Mf — M, ) { Si 1 1/2 }+

_3
(,Ul2 1 ,U123 /de Z ]+Mi\/2jﬁ\/§

V27 + 120 + 1/28; + 147

m
nKL;S;

X 5 ~
\/QJZ =+ 1\/2[41 + 1\/251 + 1 .I% ; J) pffn(p)CanlLilsi(p)

J

. 2 | L

ey (7 L ) 1/2 S 6.42
i@ (1 L2 s (642

Podemos escribir esta expresion de una forma méas compacta si denominamos

Fy(zy) =22 y Fy(zy) = (A.18):

azJ;li‘;IiJfo(yJ) = (%)_% (M123> \/—m

ld:0,2 TLKLZ'S,'
| L | L
(-7' A; —?\4) 1 1/2 S
Hj f { 1 j J;

/dﬂUJ $3de($J) fn( )Crkiginis; (p) gl(dl)(a) (6.43)

El dltimo paso es, pues, calcular numéricamente estos valores. Para ello hemos
programado esta expresion en Fortran 77. Teniendo en cuenta los valores conocidos
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a]j’JJf (y)

y (fm)

Figura 6.4: Coeficientes del desarrollo del solape, aleiJf .

de los momentos angulares totales del 3He y del deuterén respectivamente:

El resultado obtenido se puede ver en la figura 6.4, en la que hemos omitido, por
simplicidad, el simbolo-35 y el factor (—1)7s**: en el calculo de ay;,;, y con ellos la
dependencia en p;, M; y M;. Las dos contribuciones que obtenemos, para | = 0y
[ = 2, se muestran en dicha figura.

6.4.3 Factor espectroscopico

El factor espectroscopico es proporcional a la seccion eficaz; es una medida del solape
entre los estados inicial y final. Podemos pensar en la seccién eficaz del proceso
que estamos estudiando como una seccién eficaz correspondiente a la interaccion
entre el electron incidente y un protén, multiplicada por un factor que nos da la
probabilidad de encontrar a ese protén en el nicleo de *He. Este factor es el que
denominamos factor espectroscopico y nos da idea de la ocupacién nuclednica del
SHe. En calculos de dispersiéon de electrones similares al que estamos llevando a
cabo en este trabajo, este factor se suele ajustar a partir de los datos experimentales;
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aqui vamos a obtener un valor teérico mucho mas fiable. El factor espectroscopico
se define como la normalizacién de la funciéon de onda de cuasi-particula, incluyendo
la suma en spines finales y el promedio en iniciales:

S2 — /d3 QETJiMiJfo(g') &JiMiJfo(g')
2J +1 frav)
xJ; M;J ¢ M
= 2J+1 > /dQ dy y? al,j,“} ™y )%u( v)
M; My Ljps V' us

JiM;J ¢ M
a/ljlp]l ! f( )¢ljﬂj( )

JiM;J ¢ M
- 2”12/ dy 3l ) (6.44)

Ljp;

Mediante integracion numérica con el programa de ordenador desarrollado para ello,
obtenemos el factor espectroscopico:

S? = 0.67065
y por tanto la amplitud espectroscopica:

S =0.81893

6.5 Tensor hadroénico

Hemos calculado ya la corriente nuclear del proceso, pero si nos fijamos en la expre-
sion (3.32) vemos que para calcular la seccion eficaz, lo que nos interesa es el tensor

hadrénico: L
=SS @@ (6.45)
i f

Tenemos que hacer la suma en todas las posibles proyecciones de momento an-
gular en el estado final y el promedio en el estado inicial. El tnico término que
depende de M; y My es alq‘ Milg f(yJ), asi que podemos separar esta suma del resto
de factores que componen la corriente nuclear. Lo que tenemos que calcular es, pues:

zMJfo J,'MiJfo
Z 2J +1 Z Ay jr azjw (1)

Si observamos la expresion (6.43), vemos que tanto M; como My sélo aparecen
en el simbolo-3j. Tenemos, entonces, usando (A.4):

Ji Jj 1 1
= ———0;10,. 6.46
Zzi<ﬂy My —M)(Mj My —M,-) 2j + 1R (648)
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Para unos valores determinados de j y p;, autométicamente tenemos fijado un
tnico valor para [, ya que los tinicos conjuntos no nulos que encontramos en nuestro
caso para los coeficintes a;;,; tienen distintos valores de [ para distintos valores de j
(ver figura 6.4), asi que podemos afiadir a la expresion anterior d;. Obtenemos asi:

lMlJfo JiMiJfo o
Z 2J +1 Z Qyr o Y1), (s) =

~J¢J JiJ
ay’ (yy)a’ ( Y1)0ui6530, (6.47)

con:

JiM;J g M J 1 J;
Ay i yy) = al] "(yr) \/2J +1\/2] +1 ( w M, —M, ) (6.48)

Volviendo a la corriente nuclear, al calcular el tensor hadrénico nos encontramos
de nuevo con una delta de Dirac, repetimos el truco (3.25), esta vez en tres dimen-
siones:

[(27)26C) (P, + ¢ — Pp — )] = V(21)36®) (P, + { — Py — P) (6.49)

en nuestro caso, V = 1.
Haciendo uso de las deltas de Kronecker llegamos facilmente a:

1 14
ST 3 @@ = en) (P - Pe-) (2 ) S HE, HE, (6.50)
Z Mg M L

con:
L =g, [ Ay i 1 .
Hf, = [ @ VS G0 3l ) om0l ) Yin( @) xo 651
mo

y en coordenadas relativas:

(@ J"(q) = (2n)20®) (P; + 7 — PF—@ZH{;MHL’; (6.52)

MfM Lju;
con:

1 - ~Jz 1 -
Hf, —/d3ye b )3 a3 () Y (b 5 0l ) Yim() X

mo



Capitulo 7

Seccion eficaz SHe(e, e/p)?H

7.1 Calculo de la seccion eficaz *He(e, €/p)’*H

Hemos llegado a la siguiente expresion para la seccion eficaz (en coordenadas rela-
tivas):

5(4)(PI+C]—PF—10)

1
da=—€—4

(27)532k; - Py

d3pd3E 43P,
H a Ky a” g
v E E—— 7.1
Uz ™ lw] lJuJ E ef Er ( )

con:

(7.2)

[T 37 e gt ()] wzti Jf
Hlju - /d gp(y -7 a’l] <l mg G|.7 :u’.7> lm( ) X%
Pero lo que a nosotros nos interesa calcular, para comparar posteriormente con los
. do . 2 2
datos experimentales, es & 4%, 45, siendo (. y €2, los angulos del electrén y el
proton detectados, respectivamente. Tenemos, pues, que integrar esta seccion eficaz
hasta llegar a la expresién deseada. La integral en Pr es inmediata, simplemente
hay que tener en cuenta la delta de conservacién del 3-momento, que nos dice que
Pr = Py + ¢+ p. Asimismo tendremos en cuenta las siguientes relaciones que nos
permiten expresar los diferenciales de momento en funcién de la energia y el angulo:

2 . -
& kfl;k dkf e };»d?’kf: kgl es dey dSde
2=m

y anilogamente:
= |p| E, dE, d, (7.3)
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Con esto obtenemos:

o _ ¢\ sp opg,
dE,dS),de ;d2, ¢t (2m)332k; - P o
101K
n“VZHlL;NjHUle Ep (7'4)
ljp;

Para obtener la expresion deseada, nos queda tnicamente integrar en £, ha-
ciendo uso nuevamente de la delta de conservacion de la energia. Pero en este caso
no es tan sencillo, ya que la conservacién del 3-momento implica una dependencia
de Er en E,. Para realizar esta integracién consideraremos lo siguiente:

e Suponemos sistema de referencia de laboratorio (131 =0).

e Suponemos que el eje z va en la direccién del momento transferido, ¢.
Asi nos queda:
§(Mi+w—Epr—E,) = 0[M;+w— (g +E,— M -
2|q|(E2 — Mz)lﬁcosﬁp + M2)? — B
= 6(9(Ep)) (7.5)

Tenemos en cuenta a continuacién la siguiente expresion para la delta de Dirac de

una funcion [16]: ,

siendo z; los ceros de la funcién g(z). Teniendo en cuenta todo esto, al integrar la
delta de energias en nuestra expresion para la seccion eficaz, se obtiene:

do o 1 1B]1Fs] oo
= .Y HE,HY, .
depdQedQd,  q* (27m)38k; - P M; I %: Ling = limg (7.7)
J
donde:
fo=1+ Ip] w — |q] Ep cosb, (78)

P My

es el factor de retroceso, y hemos considerado que en el sistema de unidades naturales
2

a=i-.
/[y
Los datos experimentales para la seccion eficaz se suelen presentar en términos

de seccion eficaz reducida o distribucion de momentos p(py), que se calcula:
B do 1
de pdQ.dSY, fLDIEp Oep

donde el momento perdido se define p,,, = P — Pp.
Como seccion eficaz electron-proton libre o, se suele tomar o, de de Forest |9)].

P(Pm) (7.9)
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Figura 7.1: Eleccion de ejes y angulos para (e, e'p).
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7.2 Relaciones cinematicas

La conservaciéon de energia y momento en todo el proceso, asi como en cada uno de
los vértices del diagrama (ver figura 7.1) determina las siguientes relaciones entre
las variables que intervienen en el proceso (en el sistema de referencia de laboratorio
y en aproximaciéon de impulso):

w = g—¢e;=FEp+E,— M (7.10)
i = ki—kp=Pp+7p (7.11)

con lo cual, en aproximacién ultrarrelativista para los electrones:
2 2 oe
g, =w"— ¢ = —4deiysin bl (7.12)

Las variables cinematicas que intervienen en el proceso no son independientes,
sino que el conocimiento de parte de ellas servird para determinar el resto. Asi, a
la hora de reconstruir la cinemética completa del proceso tenemos libertad en la
eleccion de las variables que intervienen.

Las dos opciones méas frecuentemente utilizadas son las siguientes:

e Cinemaética paralela:

Se toman ¢, p,, y p sobre la misma direccién. De este modo en el caso paralelo
tenemos |q] = |p] — |Pm| v en el antiparalelo |q] = |p] + |Pinl-

e Cinematica perpendicular:

Se mantienen constantes €7 y ¢, lo que equivale a fijar la energia, ¢, y el momento,
|q], transferidos. La gran ventaja de esta cinemética es que permite fijar separada-
mente la energia y el momento transferidos al nticleo.

7.3 Resultados

Para realizar el cédlculo final de la seccién eficaz hemos adaptado el formalismo
desarrollado para los procesos (e, €'p) en [25], [26] y [27] a la reaccion 3He(e, €'p)?H
para el caso de ondas planas. La caracteristica fundamental de este formalismo es
el tratamiento de la parte nuclear del proceso desde un punto de vista relativista.
Aunque en un principio los modelos no relativistas del ntiicleo estdn ampliamente
extendidos, con gran aceptaciéon, cuando se pretende avanzar mas en este tipo de
modelos con el fin de obtener mejores predicciones, aparecen problemas debidos a la
falta de flexibilidad de la ecuacién de Schrodinger. Asi pues, la razén principal para
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usar el formalismo relativista en el analisis de procesos de dispersién de electrones por
nucleos tanto en el vértice electronico (donde es obligado por las energias habituales
para el electron, del orden de cientos de MeV, mucho mayores que su masa en reposo
~ 0.5 MeV) como en el nuclear, es que asi es posible incluir los efectos de la distorsion
coulombiana, lo cual, aunque se sale de los objetivos de este trabajo, se podra tener
en cuenta en futuros estudios més precisos de esta reaccion.

Bajo un formalismo relativista, una funcién de onda se expresa como un spinor
de Dirac de dos componentes, una denominada up y otra down. Para transformar
una funciéon de onda no relativista en relativista, utilizamos la aproximacion EMA
(effective momentum approach) segin se explica en [28|. Como componente up del
spinor de Dirac tomamos la funcion de onda no relativista, y la componente down
la calculamos del siguiente modo:

1 5'ﬁm 5:'ﬁm
U = o = ey 7.13
(x, x) = Xa T (7.13)

siendo x una funcién de onda no relativista, en nuestro caso la funcién de onda de
cuasiparticula.

Antes de calcular la seccion eficaz necesitamos fijar una cinemética. En este caso
hemos elegido la misma que en [15] (Cinematica I) lo cual nos permitird comparar
nuestro calculo con los datos experimentales que en ella se presentan:

€; = 527.9 MeV
0, = 52.2°
|q] ~ 430 MeV

siendo 6, el 4ngulo de dispersiéon del electron, es decir, el angulo formado entre el
3-momento del electréon incidente y el 3-momento del electron dispersado.

Los resultados de nuestro calculo comparados con los datos experimentales de
Jans et al. [15] se pueden ver en la figura 7.2. Aunque hemos realizado el célculo
para las corrientes (6.24) y (6.25), en las graficas mostramos solo una de ellas, ya que,
al estar considerando ondas planas, obtenemos resultados practicamente idénticos.

En la figura 7.2 se pueden observar los resultados referentes a las distintas fun-
ciones de onda que hemos calculado para el 3He. Vemos que todas ellas reproducen
aceptablemente los datos experimentales, tanto la forma de la seccion eficaz como
su orden de magnitud, si bien la que utiliza un potencial nucleén-nucleén a base
de gaussianas (G en la leyenda) es la que ajusta més fielmente dichos datos. En la
figura 7.3 se representa de nuevo la seccién eficaz para la funcién de onda del helio
calculada a partir de esta ultima interaccion en escala no logaritmica.

En el caso de la seccion eficaz reducida la cinemética no es relevante, ya que el
hecho de dividir por E,, |p], f; ¥ 01 elimina toda dependencia en la misma. En
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Figura 7.2: Seccién eficaz para la reaccion *He(e, e/p)?H. En la gréifica se muestran los
calculos referentes a los distintos potenciales utilizados para obtener la funcién de onda del
helio: Argonne vig (A), Argonne v1g con interaccion de tres cuerpos (A + 3c), gaussianas
(G) y gaussianas con interaccién de tres cuerpos (G + 3c). Los datos experimentales son los
de Jans et al. de la referencia [15]. Cinemética: ¢; = 527.9MeV, 6, = 52.2°, |¢] ~ 430MeV.
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Figura 7.3: Seccion eficaz para la reaccion 3He(e, e'p)?H. En la grafica se muestran el
calculo referentes a la funcién de onda del 3He calculada a partir del potencial nucleén-
nucleén formado por gaussianas (G). Los datos experimentales son los de Jans et al. de la
referencia [15]. Cinematica: €; = 527.9 MeV, 6, = 52.2°, |g] ~ 430 MeV.
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Figura 7.4: Distribucién de momentos para la reaccion *He(e, e'p)?H. En la grafica se
muestran los calculos referentes a los distintos potenciales utilizados para obtener la funcién
de onda del helio: Argonne v1g (A), Argonne vig con interaccion de tres cuerpos (A +
3c), gaussianas (G) y gaussianas con interaccién de tres cuerpos (G + 3c). Los datos
experimentales son los de Jans et al. de la referencia [15]. Cinematica I: ¢; = 527.9 MeV,
0 = 52.2°, |q] ~ 430 MeV. Cinemética II: ¢; = 509.3 MeV, 6. = 36.0°, |¢] ~ 300 MeV.
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Figura 7.5: Distribucién de momentos para la reaccién *He(e, e'p)?H. En la gréfica se
muestran el calculo referentes a la funciéon de onda del 3He calculada a partir del potencial
nucleén-nucleén formado por gaussianas (G). Los datos experimentales son los de Jans et al.
de la referencia [15]. Cinematica I: ¢; = 527.9 MeV, 0, = 52.2°, |q] ~ 430 MeV.Cinemética
IT: ¢; = 509.3 MeV, 6. = 36.0°, |q] ~ 300 MeV.
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este caso utilizaremos también los datos de [15] cuya cinematica es (Cinemaética II):

e; = 509.3 MeV
0, = 36.0°
|G| ~ 300 MeV

En la figura 7.4 representamos la distribucién de momentos que obtenemos para
cada una de las funciones de onda del helio, junto con los datos experimentales de
[15]. De nuevo se oberva que el acuerdo con el experimento es bastante bueno, y
de nuevo el potencial formado por gaussianas es el que nos da un mejor resultado.
Mostramos también el resultado para este potencial en escala no logaritmica en la
figura 7.5.

7.4 Resumen final y conclusiones

Hemos calculado la seccion eficaz del proceso *He(e, ¢'p)?H utilizando unas funciones
de onda para el helio y el deuterén obtenidas a partir de potenciales nucle6n-nucleon.
Al conocer ambas funciones de onda, el factor espectroscépico no es ya un pardmetro
libre, el propio modelo permite calcular su valor y no es necesario ajustar los cilculos
tedricos para la secciéon eficaz con los datos experimentales como en el caso de haber
utilizado un modelo de campo medio; conseguimos asi eliminar uno de los pardmetros
del célculo.

A pesar de haber considerado aproximacion de impulso y ondas planas tanto para
el electron como para el proton detectado, el acuerdo con los datos experimentales
es bastante satisfactorio.

Hemos realizado los calculos para cuatro funciones de onda distintas del He,
obteniendo un mejor resultado con un potencial nucleén-nucleén sin interaccion a
tres cuerpos. Sinos fijamos en la tabla 5.1 vemos que este potencial (gaussianas) es el
que da lugar a un mayor radio cuadratico medio, méas proximo al valor experimental,
exceptuando el Argonne vg, pero éste da una energia de ligadura mucho menor que
la experimental. Esto quiere decir que en un estudio de dispersién de electrones,
como el que se lleva a cabo en este trabajo, la propiedad estatica mas relevante del
ntucleo blanco es su tamano.

En un futuro se podria mejorar este calculo incorporando el término de intercam-
bio y considerando ondas distorsionadas para el electréon y para el protén detectado.
Tal vez asi consigamos un mejor ajuste para los datos a alto momento perdido.

Podemos concluir que el modelo que aqui se popone es adecuado para estudiar
ntcleos ligeros y da lugar a un buen ajuste con los datos experimentales.
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Apéndice A

Coeficientes de acoplo de momento
angular

A.1 Coeficientes de Clebsch-Gordan y simbolos-3;

Un tensor de determinado rango se puede, en general, expresar como producto de
dos tensores utilizando los coeficientes de acoplo de momento angular:

(le X sz)j:ams = Z <.71 my jo m2U3 m3>TJ'1m1Uj2m2 (Al)

mimsa

donde el coeficiente de Clebsch-Gordan, (j; m js ma|js m3), es no nulo siempre que
my =m1+myy |j1 — Jo| < Jz < j1 + Jo
Es frecuente representar los coeficientes de acoplo de dos tensores esféricos en
términos de los simbolos-35 de Wigner, que se relacionan con los coeficientes de
Clebsch-Gordan mediante un simple factor:
y y y J— Ji—jJ2—m3
( ST T ) = L(Jﬁ my jo Me|js — ms) (A.2)

mip My Mg 275 +1

En funcién de los simbolos-3j, la simetria en los argumentos de los coeficientes de
acoplo se expresa:

JioJ2 Js \_( J2 J3 N _ (—1)iititis Ju J3 )2
my Mz Mm3 mo M3 My mp M3 Mg

:(_1)j1+j2+j3< v g2 s ) (A.3)

—m; —Mmg —mM3
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Las relaciones de ortogonalidad entre los coeficientes son:

Z ( Ji J2 I3 )( JioJ2 J4 )ZA(jlejg)(sjsjg(Smgmg (A4)

! .
ol mp Mg M3 mp Mg My 273 +1
i J2 s Ji J2 s o
E : =A A,
( my Mo Mg ) ( mi Mo M3 ) (]1]2]3) ( 5)
mimams3
. jl j? j3 jl j2 j3
2 1
Z( J3 + ) ( m; Mo Mg ) ( m'l m’2 ms )
Jjsms

= A(J172J3) Oyt Ormam, (A.6)

donde: | |
ooy st =g <3< Ji+
Aljrg2gs) = { 0 en cualquier otro caso

A.2 Coeficientes de Racah y simbolos-6)

Consideremos ahora el acoplo de tres tensores esféricos, como por ejemplo, tres
momentos angulares ji, jo, j3 para dar un momento resultante J [6]. Observamos
primero que no hay una tnica forma de llevar a cabo este acoplo; podemos acoplar
primero j; v jo para dar jis, que a su vez acoplamos a j3 para dar .J, o, de un modo
alternativo, acoplar j; al resultante, jo3, de acoplar 7, y j3.

Estos dos caminos no son independientes. Si consideramos que los operadores
de momento angular que queremos acoplar son R, S 'y T, tenemos:

(Rjy % Sia)ie X Tja)s = Y v/ (212 + 1) (2023 + 1)W (jrja T js; raas)
J23

X(le X (SjQ X Tjs)j%)-] (A'7)

donde W (j1joJ73; j12723) es el coeficiente de Racah. Este se puede expresar como
suma de productos de cuatro coeficientes de Clebsch-Gordan:

1
N TESVETESY %mabme(aw»
(e(a+B)d(y—a-Blenaaf(y—a)lcy)
bBd(y—a=p)f(y—a) (A8)

Una forma maés usual de expresar estos coeficientes de Racah son los simbolos-67,
que se definen:

W (abed;ef) =

{ ;; ]j ;;z } = (=)W (G140 js; jraes) (A.9)
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Las relaciones de simetria para los coeficientes de Racah se pueden expresar en

términos de los simbolos-65 de la siguiente forma:
{ya o j3}:{j2 s jl}:{jz i jg}:{ya s j3} (A.10)
Ja Js5 Js Js J6 J4 Js J4a Je Ji J2 Je
La relacién de ortogonalidad entre dos simbolos-65 viene dada por:
. . .I . . .I, 6-, Ly
Z(2j+1){-7.1 2 J }{J i I }:7 (A11)
r J3 Ja ] J3 Ja ] 27 +1
Una relacién con los simbolos-3; es la siguiente:

o Je s Ji g2 g3 | _ 1\l s o+
( ot x e

e M 1203

(ya ly zg)(ll 2 zg><zl ly js) (A12)
my K2 —H3 —H1 Mg U3 M1 —H2 Mgy .

A.3 Simbolos-9j

Si acoplamos cuatro tensores esféricos, de nuevo hay diferentes formas de hacer los
acoplos intermedios, que se relacionan entre si mediante los simbolos-97:

((le X sz)jn X (Tjs X Uj4)j34)J = Z \/(2j12 + 1)(2j34 + 1)

J13724
Ji J2 12
\/(2j13 +1)(2j2a+ 1) J3  Ja Jaa
Jiz Joa  J

((le X Tj3)j13 X (Sj2 X Uj4)j24)J (Al?’)

El valor de un simbolo-95 se puede expresar como la suma sobre el producto de

tres simbolos-6:

Ji J2 Ji2 , i s
Ja i ZZ(—l)”(M'H){ L }?}
Jiz Joa J J J24

J2 Ja Jaa Jiz Jsa J
. : ; . A.14
{ gz J' Jas }{ Jq } ( )



60 Coeficientes de acoplo de momento angular

Las simetrias de los simbolos-9; son:

Ji J2 J3 Ji Ja Jr Jr Js Jo
Jo J5 J6 =1 J2 J5 Js8 ¢ =98 J1 J2 U3
Jr J8 J9 J3 Js Jo Ja J5 Js
Ja J5 Js
— (_1)j1+j2+j3+j4+j5+j6+j7+js+j9 J1 d2 Js (A.15)
Jr Js Jo

y la relacion de ortogonalidad es:

-/

Ji J2 Ji2 Ji o J2 Jio
Z (2713 + 1)(2Joa + 1)< Js  Ja  Jsa J3  Ja Jia
J13j24 Ji13 Joa J J13 Joa J
YR (A.16)

(2412 +1)(2j54 + 1)

Una relacién 1til entre los simbolos-35 y el 95 es la siguiente:

TR TR AY i 3 iode
miz Mgy M . . mp M2 M2

Jis Joa  J M1Mam3mamiamaa
J3  Ja J3a Ji J3 713 J2 Ja Joa
ms Mg M34 my Mg Mg Mo MMy Moy
Jiz Jaa J

A7

(m12 m3s M ) ( )

y un caso particular:

0 e e
3 (_1)b+c+e+f a b e
R = O I B

A.4 Teorema de Wigner-Eckart

El elemento de matriz de un operador de rango k entre estados con momento angular
J y J' se puede separar en dos partes: una invariante bajo rotacion del sistema de
coordenadas y otra que expresa la dependencia del elemento de matriz en el sistema
de coordenadas. Ya que soOlo las proyecciones de tensores en el eje de cuantizacion
cambian bajo una rotacion de los ejes, la parte invariante del elemento de matriz es
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independiente de las proyecciones y, como resultado, es funcién s6lo de la naturaleza
del operador y de los estados involucrados. Esto es:

Rl (R KU TV RO RE

donde el elemento de matriz con doble barra representa la parte invariante y se
conoce como elemento de matriz reducido. La dependencia del elemento de matriz
en el momento angular la contiene el simbolo-3j, y es independiente del operador y
de los estados involucrados, aparte de los rangos de los momentos angulares. Todo
el contenido fisico del elemento de matriz esta en el elemento de matriz reducido.






Apéndice B

Traslaciones

B.1 Caso general

Funcion escalar

Tenemos una funciéon f(x) que queremos expresar en funciéon de una nueva co-
ordenada, z', relacionada con z mediante una traslacion:

¥=z+e¢ (B.1)
En el nuevo sistema de coordenadas la nueva funcion es f'(z') y verifica:
f'@) = fz) = f'(z) = flz —e) (B.2)

Trataremos de calcular f(z — ¢).
En mecénica cuantica el operador de traslacion para un desplazamiento finito
viene dado por [22]:
T(e) =e ' (B.3)

que en nuestro caso da lugar a:

f'(z) = €77 f(x) (B.4)

Suponemos ahora que nuestra funcién f tiene un momento bien definido, como
una onda plana, f(z) = e, en ese caso al actuar con el operador de traslacion
sobre la funcion llegamos a:

P f(z) =" = fz—e) > f(z) =™ fz —e) (B.5)

Supongamos ahora un sistema de dos particulas en una dimensiéon. La onda
plana que describe este estado es:

f(zy,zy) = €' Pro1¢i P22 (B.6)
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La generalizacion de la expresion (B.5) a este caso, es:

flz1,22) = ei(plﬂ’z)sf(acl —€,Tg —€)
flzy,m0) = €PEf(x; — e, 29) (B.8)
flz,my) = P f(zy, 20 —€) (B.9)

Funcidén vectorial

Supongamos ahora una funciéon en tres dimensiones para A particulas, todas
ellas con momento bien definido. En este caso sera:

IGRN EPEf(F — 87y — &, ...,74 — &) (B.10)
J (71, Ty ey Ta) e PAC (T — Ty ey Ta — €) B.11

COHﬁ:ﬁl-f-ﬁQ-{-...-i-ﬁA.

B.2 Aplicacion al proceso *He(e, ¢'p)d
Funcién de onda del *He

Tenemos una funcién de onda correspondiente a un sistema de tres cuerpos, como
en el caso del 2He, en la cual queremos separar la parte de la misma que depende de
las coordenadas intrinsecas del sistema (Z e i de (2.14)). Para ello el primer paso
es realizar una traslacién con &= Rp. Segin (B.10) tenemos:

U o (71, T, ) = €7 R0G 1 (7, 7%y, 7) (B.12)

A continuacion tomamos € = 75 y realizamos la misma operaciéon sobre las coorde-
nadas 7, y 7%, llegando finalmente a:

Uo7y, 7, ) = P Rr et OBy (7 i7) (B.13)
y P, = py + Py + ps (ver figura 3.1).
Funcién de onda del deuterén

En este caso tenemos un sistema de dos cuerpos y nos interesa separar la parte
de la funcién que depende sblo de la coordenada relativa entre las dos particulas:

Uy(7,72) = eiﬁF'Fz‘I’d(fa Y) (B.14)



B.2 Aplicacion al proceso *He(e, ¢'p)d 65

con Pp = p)| + p.
Funcién de onda del protén
Por tltimo, en el caso del protéon consideraremos &€ = Ry para obtener asi una

parte de la funciéon de onda que dependa sé6lo de la coordenada del proton, 73, con
respecto al centro de masas del deuterén:

bp(73) = € 7Rr g () (B.15)






Apéndice C

Parte hadrénica. Aproximacion de
impulso

En el capitulo 6 veiamos que bajo aproximaciéon de impulso, el operador corriente
nuclear se puede expresar como suma de tres operadores corriente, referidos a cada
uno de los nucleones que forman nuestro sistema. En términos de operadores de
segunda cuantizacion, el operador corriente nuclear puede escribirse [11]:

# =5 [ @ [ @it mmias. an e
ss’ T

donde se ha tenido en cuenta que el operador corriente a un cuerpo, j#, es diagonal
. . . + . . .,
en el espacio de isospin. El operador ag,, (aﬁST) es el operador de aniquilacién
(creacion) de un nucle6n con momento 7, spin s e isospin 7, y {p'sT} constituye
una base completa de estados monoparticulares. Estos operadores satisfacen las

relaciones de anticonmutacién:

{aﬁsn a;,—ts/,r} = 5(17_ ]5’)(558/57-7-1 (C2)
{a';ﬁsw aﬁ"s’T} = {a;{«;»ra ap—‘l—"sfr} =0 (03)

Teniendo en cuenta (C.1), es sencillo comprobar que el elemento de matriz del
operador corriente nuclear tiene la forma:

TG =Y (5517 1FrsB) (Y r|aps, V1) (C4)

SB

donde hemos eliminado el indice de isospin. En la ecuacién anterior los nucleones
emitido y ligado se describen a través de sus respectivos 3-momentos, p'y pg, asi
como por sus terceras componentes de spin, s y sg. El primer elemento de matriz de
esta ecuacion es, basicamente, el elemento de matriz de la corriente nuclear calculado
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entre los estados inicial y final del protén que sufre la interaccion con el electrén,
mientras que el segundo representa el solape de la funciéon de onda del niicleo inicial
con la funcién de onda del niicleo residual, lo que hemos llamado funcion de onda
de cuasiparticula.
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